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Преподаваніе  геометріи  въ  среднихъ  учеб  нихъ  заведеніяхъ 
имѣетъ  двѣ  цѣля:  во  первыхъ  —  направить  умственныя  силы 
ученика  на  путъ  строго- логическаго  мышленія,  воспитать  въ 
немъ  такое  сознаніе,  но  которому,  удовлетворяясь  только 
истиннымъ  доказательствомъ,  онъ  считалъ  бы  абсолютно 
вѣрнымъ  только  то,  что  дѣйствительно  доказано,  н  призна¬ 
валъ  бы  преимущество  совершенно  правильныхъ  отвлеченныхъ 
умозаключеній  надъ  опытными  выводами;  во  вторыхъ  —  со¬ 
общить  ученику  положительныя  зданія  элементовъ  этой  натки, 
макъ  матеріалъ,  необходимый  для  дальнѣйшаго  изученія  ея 
и  полезный  но  своимъ  приложеніямъ  къ  разнымъ  отраслямъ 
•человѣческаго  знанія. 

Такъ  какъ  главная  задача  среднихъ  учебныхъ  заведеній — 
дать  учащемуся  въ  нихъ  юношеству  общее  научное  образо¬ 
ваніе,  открывающее  путь  къ  образованію  дальнѣйшему — спе¬ 
ціальному,  то,  ставя  на  первый  планъ  первую  изъ  выше¬ 
указанныхъ  цѣлей  преподаванія  геометріи,  мы  видимъ  сред¬ 
ства  къ  достиженію  этой  цѣли  не  столько  въ  пріобрѣтенія 
познаній  геометрическихъ  истинъ,  сколько  въ  изученіи  спо¬ 
собовъ  ихъ  доктиательетвъ  и  въ  систематичности  изложенія 
науки.  На  основаніи  этого  мы  расположили  Плоскую  Гео¬ 
метрію  но  способамъ  геометрическихъ  доказательствъ,  что 
составляетъ  главное  отличіе  нашего  курса  отъ  другихъ,  и 
вездѣ  ставили  на  первый  планъ  общую  стройность  н  теоре¬ 
тическій  характеръ  изложенія,  при  которомъ  послѣдователь¬ 
ность  предметовъ  являлась  бы  слѣдствіемъ  необходимости. 
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Строгость  геометрическихъ  доказательствъ  научаетъ  уча¬ 
щагося  бить  крайне  осмотрительнымъ  въ  выводахъ  и  заключе¬ 
ніяхъ.  Способы  и  внутренній  характеръ  разсужденій,  употреб¬ 
ляемыхъ  въ  этихъ  доказательствахъ,  служатъ  образцами  пра¬ 
вильнаго  мышленія.  Систематичность  всего  ученія,  достав¬ 
ляя  удовольствіе  учащемуся,  научает»  его  порядку,  въ  ко¬ 
торомъ  должны  слѣдовать  мдеи  размышляющаго,  Это  созна- 
налъ  знаменитый  і-реческій  философъ  Платонъ  (жившій  въ 
IV  вѣкѣ  до  Г.  X.),  который,  по  сказанію  Діогена  Лаэртска¬ 
го,  написалъ  надъ  дверями  своей  филосовской  школы:  ,дп 
не  входитъ  сюда  ж  знающій  геометріи*  (,*Мг,?г'1с  ауиврстрт,- 
-05  ЕІ5ІТ01  ут  ф  зфіи),  II  однажды  желавшему  у  пего  учить¬ 
ся  философіи,  но  не  знавшему  ни  астрономіи,  ни  геометріи, 
сказалъ:  „ ступай  вонп,  ты  не  излитъ  орудія  для  распо¬ 
знанія  сущности  философіи *  («ІІоргіѵг  Ълд;  -;іо  ѵіх  і/н? 

ЫЛМЛ'.Ц»)- 

Въ  саяомъ  началѣ  учащійся  знакомится  съ  опытными  исти¬ 
нами  (аксіомами),  лежащими  въ  основаніи  всего  геометриче¬ 
скаго  ученія,  и  съ  основными  предметами  этого  ученіи,  а 
именно:  съ  плоской  поверхностью  и  двумя  линіями,  прямой 
и  окружностью;  причемъ  указанныя  линіи,  какъ  плоскія,  по- 
помѣщаются  на  безконечной  плоскости  и  изучаются  сначала 
на  ней,  а  потомъ  въ  пространствѣ. 

Помѣщенныя  на  плоскость  прямыя  и  окружности,  пересѣка¬ 
ясь  взаимно,  дѣлятся  на  различныя  части  и  отдѣляютъ  опредѣ¬ 
ленныя  и  неопредѣленныя  части  этой  плоскости  (геометрическія 
фигуры  и  углы).  Эти  части  плоскостей  и  линій  представляютъ 
собою  величины,  и  въ  геометріи  изучаются:  1)  условія  ра¬ 
венства  или  неравенства  сказанныхъ  величинъ,  2)  взаим¬ 
ное  отношеніе  ихъ  другъ  къ  другу  к  3)  свойства  одной 
величины  по  свойствамъ  другой,  измѣняющейся  и  приближаю¬ 
щейся  къ  первой,  какъ  угодно  близко,  во  время  своего  измѣ¬ 
ненія.  Соотвѣтственно  съ  этимъ  ученіе  о  прямой  п  окруж¬ 
ности  на  плоскости  производятся  тремя  способами:  спосо¬ 
бомъ  наложенія,  способомъ  пропорцій  и  способомъ  предѣлоиъ. 


Далѣс,  пользуясь  всѣми  тремя  способами  вмѣстѣ,  мы  из¬ 
ложили  въ  строго  систематическомъ  порядкѣ:  1)  ученіе  о 
взаимномъ  положеніи  прямыхъ  н  плоскостей  въ  нростряи- 
ствѣ;  21  ученіе  о  тѣлахъ,  о  г]>а  ничейныхъ  плоскостями  (много¬ 
гранники),  н  3)  ученіе  о  тѣлахъ,  ограниченныхъ  поверхностя¬ 
ми,  образованными  движеніемъ  въ  нрост|«нствѣ  прямой  (ци¬ 
линдръ  и  конусъ)  и  окружности  (шаръ). 

Общій  характеръ  аксіомъ  сохраненъ  тотъ,  какой  данъ  въ 
„Эвклидовыхъ  элементахъ",  причемъ  11-я  Эвклидова  аксі¬ 
ома  замѣнена  новою  1 1-ою  аксіомою  простѣйшею  (болыніГі 
уголъ  не  можетъ  лежать  внутри  меньшаго).  Прямая  линія 
опредѣлена  такъ,  какъ  это  дѣлаетъ  Дюгамель  въ  сочиненіи 
1)ез  Мёііюііея  банк  1«8  зсіонсех  <1е  гаічоітешеііі  и  Огтро- 
градскій  въ  своей  геометріи. 

Въ  соотвѣтствіе  съ  опредѣленіемъ  прямой  приведено  на¬ 
ми  опредѣленіе  плоскости  и  подробно  развиты  основанія  это¬ 
го  новаго  опредѣленія  подобно  тому,  какъ  это  сдѣлано  для 
прямой  Дю гамелемъ.  Какъ  къ  опредѣленіи  прямой,  такъ  и 
въ  опредѣ-іеиін  плоскости,  мы  усматриваемъ  съ  одной  сто¬ 
роны — основное  ха]тктсрнсгическое  свойство  оііред'ѣіяемаго, 
аналитическое  значеніе  кото]мго  легко  понять,  а  съ  другой 
стороны— простѣйшее  выраженіе  идеи  Эвклидовыхъ  опредѣ¬ 
леній,  выраженныхъ  темно  словами:  я прямая  линія  есть 
равно. ажищая  .амія  между  двумя  концами  ея*,  Оіиос- 
ноаиі.  та  поверхность,  которая  между  моими  предтшми 
равно  лежитъ*. 

Въ  способѣ  пропорцій  ми  выяснили  путемъ  геометриче¬ 
скимъ  истинную  идею  прямой  и  обратной  пропорціонально¬ 
сти  величинъ  соотвѣтственно  аналитическому  представленію 

этихъ  идей  въ  видѣ  формулъ  у—кх  и  у =  х  ,  гдѣ  к— по¬ 
стоянное,  а  х  н  у  яавиенмыл  перемѣнныя. 

Способъ  предѣловъ  мы  не  сочли  возможнымъ  излагать  въ 
обще-принятомъ  порядкѣ,  начиная  съ  отвлеченныхъ  опре¬ 
дѣленій  п  общихъ  теоремъ,  потому  что  такое  изложеніе 
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считаемъ  но  доступнымъ  уму  учащагося.  Вслѣдствіе  этого 
кавъ  понятія,  такъ  и  свойства  перемѣнныхъ  и  ихъ  предѣловъ 
мы  разъяснили  сперва  па  частныхъ  примѣрахъ,  взятыхъ  изъ 
предшествующихъ  главъ  геометріи  п  затѣмъ  уже  обобщили, 
придавая  такимъ  образомъ  конкретность  этимъ  труднымъ 
для  учениковъ  понятіямъ,  п  чрезъ  это  дали  возможность 
вполнѣ  освоиться  съ  ними.  Всѣ  же  трудности  геометриче¬ 
скихъ  представленій,  относящихся  къ  измѣренію  кривой  ли¬ 
ніи — прямою,  или  кривой  поверхности — квадратомъ,  или  тѣла, 
ограниченнаго  кривою  поверхностью, — кубомъ,  сведены  къ 
опредѣленіямъ  таковыхъ  мѣръ.  Впрочемъ  не  желающіе  изу¬ 
чать  способа  предѣловъ  могутъ  пропустить  эту  теорію,  раз¬ 
сматривая  окружность,  такъ  периметръ  правильнаго  много¬ 
угольника  съ  безконечно- большимъ  числомъ  сторонъ;  и  слѣ¬ 
довательно  цилиндръ,  какъ  призму,  а  конусъ,  какъ  пирами¬ 
ду  съ  безконечнымъ  числомъ  боковыхъ  граней,  и  наконецъ — 
шаръ,  павъ  тѣло  вращенія,  происшедшее  отъ  обращенія 
правильнаго  многоугольника  съ  безконечно-большимъ  чис¬ 
ломъ  сторонъ  около  оси.  проходящей  чрезъ  центръ  этого 
многоугольника. 

Въ  предлагаемомъ  учебникѣ  мы  помѣстили  задачи,  рѣше¬ 
нія  которыхъ  считаемъ  необходимымъ  изучить  учащимся. 
Собраніе  же  задачъ,  расположенныхъ  примѣнительно  къ 
этому  курсу,  будетъ  издано  къ  скоромъ  времени. 
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Предварительныя  понятія. 


Предметъ  Геометріи.  Истины,  на  которыхъ  она 
основана. 

§  1.  Геометрія  есть  ученіе  о  частяхъ  пространства.  Про¬ 
странство  не  имѣетъ  границѣ.,  оно  нигдѣ  не  кончается  я  по¬ 
тому  говорятъ:  пространство  безгранично,  безпредѣльно,  без¬ 
конечно. 

§  2.  Всякое  тѣло  занимаетъ  ограниченную,  опредѣленную 
часть  всего  безконечнаго  пространства.  Самое  тѣло  называет¬ 
ся  тѣломъ  физическимъ,  а  пространство,  которое  оно  зани¬ 
маетъ  (мѣсто,  занимаемое  физическимъ  тѣломъ),  называете» 
тѣломъ  геометрическимъ.  Итакъ  геометрическое  тѣло  есть 
опредѣленная  часть  пространства,  которую  заним  іеті  тѣ¬ 
ло  физическое. 

§  3.  Вообразимъ  еебѣ  одно  геометрическое  тѣло  безъ  тѣ¬ 
ла  физическаго.  То,  что  отдѣляетъ  геометрическое  тѣло  отъ 
всего  безконечнаго  пространства,  т.  е.  то,  что  составляетъ 
границы  тѣла,  предѣлы  его,  называется  поверхностью.  Итакъ, 
поверхность  есть  предѣлъ  тііяа,  граница  тѣла. 

§  4.  Вообразимъ  себѣ  одну  поверхность  безъ  тѣла  гео¬ 
метрическаго.  Всякая  часть  поверхности  имѣетъ  границу;  то, 
что  ограничиваетъ  такую  часть  поверхности,  что  опредѣляетъ 
ее,  называется  линіей.  Итакъ,  линія  есть  предѣлъ  поверхнос¬ 
ти,  граница  поверхности. 

Можно  тоже  назвать  линіей  мѣсто  пересѣченія  двухъ  по¬ 
верхностей. 

§  5.  Наконецъ  вообразимъ  себѣ  какую  ннбудь  линію  въ 
пространствѣ  безъ  поверхности.  Всякая  часть  линіи  имѣетъ 
границы,  концы  ея;  каждый  изъ  концовъ  линіи,  т.  е.  то, 
чѣмъ  граничитъ  линія,  называется  точкою.  Итакъ,  точка  есть 
предѣлъ  линіи,  граница  ен. 
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Можно  тоже  назвать  точкою  мѣсто  пересѣченія  двухъ  линій. 

§  6.  Къ  геометрическомъ  тѣлѣ  обыкновенно  различаютъ 
три  протяженія,  наливаемыя  измѣреніями,  а  именно:  протя¬ 
женіе  въ  длину,  ширину  и  третье  протяженіе  наливаютъ  или 
толщиною,  или  глубиною,  или  высотою;  такимъ  образомъ  го¬ 
ворятъ:  толщина  книги,  глубина  ямы,  высота  дома. 

Поверхность  не  имѣетъ  толщины  и  въ  ней  обыкновенно 
различаютъ  два  измѣренія:  въ  длину  н  ширину.  Линія  не  имѣ¬ 
етъ  ни  толщины,  ни  ширины,  а  имѣетъ  только  одно  измѣ¬ 
реніе — въ  длину. 

Точка  ие  имѣетъ  ни  одного  измѣренія. 

§  7.  Если  представимъ  еебѣ  точку  двигающеюся  въ  про¬ 
странствѣ,  то  путъ,  пройденный  ею,  есть  линія,  и  притомъ 
двигающаяся  точка  можетъ  описать  всякую  линію,  такъ  какъ 
она  можетъ  какъ  угодно  двигаться. 

Если  какая  инбудь  линія  будетъ  двигаться  въ  простран¬ 
ствѣ,  то  путь,  ею  пройденный,  будетъ  поверхность,  видъ  ко¬ 
торой  будетъ  зависѣть  отъ  того,  какая  линія  двигается  и  какъ 
она  двигается. 

Наконецъ,  если  ограниченная  поверхность  будетъ  двигать¬ 
ся,  то  путь,  ею  пройденный,  будетъ  тѣло,  видъ  котораго  за¬ 
виситъ  отъ  того,  какая  поверхность  двигается  и  какъ  она 
двигается. 

Если  предѣлы  геометрическаго  тѣла,  т.  с.  поверхности 
его,  будутъ  раздвигаться,  то  тѣло  будетъ  увеличиваться;  ког¬ 
да  эти  предѣлы  будутъ  на  очень  большомъ  другъ  отъ  друга 
разстояніи,  тѣло  будетъ  очень  велико;  когда  же  предѣлы  уй¬ 
дутъ  въ  безконечность — тѣло  займетъ  все  безпредѣльное  про¬ 
странство. 

§  8.  Два  геометрическія  тѣла  или  двѣ  поверхности,  или 
двѣ  линіи,  называются  равными  между  собою,  если  можно 
одно  изъ  нихъ  совмѣстить  съ  другимъ  такъ,  чтобы  они  сов¬ 
пали  во  всѣхъ  частяхъ  своихъ  другъ  съ  другомъ.  Въ  про¬ 
тивномъ  же  случаѣ  они  не  равны  между  собою. 

§  9.  Геометрическое  тѣло,  поверхность  тѣла  и  границу 
поверхности,  т.  е.  линію,  можно  представить  себѣ  больши¬ 
ми  или  меньшими,  увеличивающимися  или  уменьшающимися. 
Слѣдовательно  геометрическія  тѣла,  поверхности,  ихъ  огра¬ 
ничивающія,  и  линіи,  ограничивающія  поверхности,  суть  ве¬ 
личины,  потому  что  величиною  называется  все,  что  можно 
представить  себѣ  увеличивающимся  или  уменьшающимся.  Эти 
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величины  изучаются  въ  геометріи,  причемъ  излагаются  и 
енособы  выражать  каждую  изъ  нихъ  числомъ. 

§  10.  Все  геометрическое  ученіе  основано  на  нѣсколькихъ 
простыхъ  и  совершенно  очевидныхъ  истинахъ,  которыя  лю¬ 
ди  узнали  изъ  наблюденій.  Эти  истины  называются  аксіома¬ 
ми  (<к'.«р.а),  такъ  что  аксіома  есть  истина  сама  по  себѣ  оче¬ 
видная,  въ  справедливости  которой  нельзя  имѣть  сомнѣнія. 

Аксіомы  суть  слѣдующія: 

1.  Величины,  равныя  одной  и  той  же,  или  равнымъ,  рав¬ 
ны  между  собою. 

2.  Если  к ъ  равнымъ  ветчинамъ  прибавимъ  поровну,  или 
отъ  равныхъ  отнимемъ  поровну,  то  получимъ  равным  ве¬ 
тчины. 

3.  Если  к»  неравнымъ  ветчинамъ  прибавимъ  поровну  или 
омъ  неравныхъ  отнимемъ  поровну,  то  получимъ  неравныя 
величины  и  притомъ  отъ  большей  получится  большая  ве¬ 
личина. 

4.  Равнократныя  равныхъ  величинъ,  а  также  и  одина¬ 
ковыя  части  равныхъ  величинъ,  суть  равныя  величины. 

5.  Ратократныя  неравныхъ  величинъ,  а  точнее  и  оди¬ 
наковыя  части  неравныхъ  величинъ,  суть  неравныя  величи¬ 
ны  и  притомъ  отъ  большей  получится  большая  величина. 

6.  Если  отъ  равныхъ  величинъ  отнимемъ  неравныя,  то 
получимъ  неравныя  величины  и  притомъ  та  будетъ  боль¬ 
ше,  которая  получилась,  отнимая  меньшую  величину. 

7.  Всякую  величину  осада  можно  замѣнить  равной  ей 
другой  величиной. 

8.  Цѣлая  ве-гичина  болѣе  своей  части. 

9.  Если  величина  ни  больше  и  ни  меньше  другой,  то 
ома  равна  ей.  Если  величина  ни  равна  и  ни  меньше  дру¬ 
гой,  то  она  больше.  Если  величина  пи  равна  и  пи  больше 
другой,  то  она  меньше. 

10.  Между  всякими  двумя  точками  есть  только  одно 
кратчайшее,  разстояніе. 

§  11.  Рядомъ  совершенно  правильныхъ  умозаключеній,  осно¬ 
ванныхъ  на  аксіомахъ,  выводятся  другія  геометрическія  исти¬ 
ны,  называемыя  теоремами  (Эіо^ртріз),  такъ  что  теорема  есть 
истина,  справедливость  которой  обнаруживается  нѣкото¬ 
рыхъ  разсужденіемъ. 

Разсужденіе,  которымъ  обнаруживается  справедливость  тео¬ 
ремы,  называется  доказательствомъ  теоремы. 
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Прямая  линія. 

§  12.  Черезъ  двѣ  данныя  точки  въ  пространствѣ  можно 
провести  множество  разныхъ  линій.  Вообразимъ  есбѣ,  что 
черезъ  двѣ  данныя  точки  проведена  какая  пнбудь  линія,  то 
можетъ  быть  два  случая: 

1)  или  линія,  которую  мы  провели,  можетъ  быть  такая, 
ііакнхъ  еще  множество  можно  провести  черезъ  тѣ  же  двѣ  точки; 

2)  или  такая,  какихъ  болѣе  одной  чрезъ  тѣ-же  точки  про¬ 
вести  невозможно, — ото  та,  которую  называютъ  прямою  ли¬ 
ніей. 

Напр.  если  линія  будетъ  имѣть  видъ  черт.  1,  то  легко 
Чср.  і.  видѣть,  что  черезъ  тѣ  жедвѣточ- 

\  ^ /  ки  А  н  В  можно  провести  мпоже- 

V _ ство  линій  одинаковыхъ  съ  нею.  Въ 

1!  А  самомъ  дѣлѣ:  представимъ  себѣ,  что 

ята  липія  вращается  въ  то  время,  какъ  двѣ  точки  ея  А  и  В 
остаются  неподвижными,  то  каждое  изъ  положеній  линіи  да¬ 
етъ  другую  линію,  одииакую  съ  данной.  Если  же  линія  бу¬ 
детъ  имѣть  видъ  чер.  2,  то  во  время  вращенія  положеніе 
Чер.  а.  611  Иб  измѣняется  и  чрезъ  точки  А 

А _ в  и  В  другой  линіи,  одинаков  съ  на¬ 

чертанной,  провести  невозможно — 

это  прямая  линія. 

Прямую  линію  всегда  должно  представлять  себѣ  продол- 
жеппою  въ  ту  н  другую  сторону  безъ  конца,  п  такимъ  обра¬ 
зомъ  можно  такъ  опредѣлить  ее:  прямою  линіей  называет¬ 
ся  талая  безконечная  линія,  ■  какихъ  можно  провести  то.хъ- 
ко  одну  чрезъ  двѣ  данныя  точки. 

Для  проведенія  ирямой  линіи  на  бумагѣ  употребляется  лниеііка. 

Изъ  итого  опредѣленія  слѣдуетъ,  что  двѣ  прямыя  .тніи 
могутъ  пересѣкаться  только  въ  одной  точкѣ  и  двухъ  общихъ 
точекъ  имѣть  не  могутъ,  потому  что  чрезъ  двѣ  точки  мо¬ 
жетъ  проходить  только  одна  прямая. 

Прямую  линію  означаютъ  двумя  буквами,  поставленными 
при  какихъ  яибудь  двухъ  точкахъ,  на  пей  взятыхъ,  такъ  какъ 
двумя  точками  положеніе  прямой  совершенно  опредѣляется; 
говорятъ:  прямая  АВ  или  ВА;  причемъ  не  должно  думать, 
что  это  есть  только  линія,  соединяющая  точки  А  н  В,  а 
должно  представлять  себѣ  линію  безконечной. 
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§  13.  Веякая  опредѣленная  часть  безконечной  прямой  есть 
конечная  прямая.  Отъ  одной  точка  до  другой  всегда  моле¬ 
но  провести  конечную  прямую;  для  этого  должно  чрезъ  эти 
двѣ  точки  провести  произвольной  длины  прямую,  и  та  часть 
этой  безконечной  прямой,  которая  лежитъ  между  двумя  точ¬ 
ками,  есть  конечная  прямая,  соединяющая  эти  точка. 

Теорема  і.  От  одной  точки  до  другой  можно  провести 
только  одну  конечную  прямую. 

Пусть  будутъ  А  и  В  двѣ  какія  нибудь  точки  въ  простран¬ 
ствѣ  и  отъ  точки  А  до  точки  В  проведена  одна  конечная 
прямая;  требуется  доказать,  что  другой  конечной  прямой  отч. 
А  до  В  провести  невозможно. 

Доказ.  Конечная  прямая,  проведенная  отъ  А  до  В,  есть 
часть  безконечной  прямой,  проходящей  чрезъ  точки  А  и  В. 
Если  бы  можно  было  провести  отъ  А  до  В  еще  одну  конеч¬ 
ную  прямую,  то  и  она  была  бы  частью  безконечной  прямой, 
проходящей  чрезъ  точки  А  и  В;  по  тогда  проходили  бы  двѣ 
безконечныя  прямыя  чрезъ  точки  А  и  В,  что  невозможно, 
потому  что  прямая  сеть  такая  безконечная  липія,  какихъ  мож¬ 
но  провести  только  одну  чрезъ  днѣ  данныя  точки  (§  12). 
С.гЬдоватсдьпо  невозможно  провести  еще  одпу  конечную  пря¬ 
мую  отъ  точки  А  до  точки  В  н  значитъ  отъ  А  до  В  лож¬ 
но  провести  только  одну  конечную  прямую,  что  и  требова¬ 
лось  доказать. 

Теорема  2.  обратная.  Ес.т  отъ  одной  точки  до  другой 
проведена  линія,  какихъ  только  одну  и  можно  провести 
между  этими  двумя  точками,  то  проведенная  линія  есть 
конечная  прямая. 

Пусть  отъ  точки  А  до  точки  В  проведена  такая  линія, 
что  другой  такой  яге  отъ  А  до  В  провести  невозможно;  тре¬ 
буется  доказать,  что  проведенная  липія  есть  коиечпая  прямая. 

Доказ.  Вообразимъ  себѣ,  что  чрезъ  точки  А  и  В  прове¬ 
дена  вся  безконечная  прямая,  кромѣ  ея  части  между  точка¬ 
ми  А  и  В,  то  она  вмѣстѣ  съ  данной  линіей  составитъ  цѣ¬ 
лую  безконечную  линію  и  притомъ  такую,  какихъ  можно 
провести  только  одну  чрезъ  точки  А  и  В,  т.  о.  составитъ 
безконечную  прямую  линію,  проходящую  чрезъ  точки  А  и  В. 
Слѣдовательно  данная  линія  есть  часть  безконечной  прямой, 
т.  е.  она  есть  конечная  прямая,  что  и  требовалось  доказать. 

(бѣдствіе.  Кратчайшее  разстояніе  между  двумя  точ¬ 
ками  есть  конечная  прямая,  которая  эти  точки  соединя- 
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слт,  потому  что  кратчайшее  разстояніе  между  двумя  точка¬ 
ми  можетъ  быть  только  одно  (аксіома  10),  и  оно  должно 
иттн  по  такой  линіи,  какахъ  только  одну  и  можно  провести 
между  двумя  точками,  а  по  теоремѣ  2-й  такая  линія  есть 
конечная  прямая,  соединяющая  эти  точка. 

На  основаніи  итого  конечную  прямую,  соединяющую  двѣ 
точки,  называютъ  разстояніемъ  между  этими  точками,  по¬ 
нимая  подъ  этимъ  кратчайшее  разстояніе.  Для  краткости,  мы 
будемъ  называть  конечную  прямую  просто  прямою,  прибав¬ 
ляя  слово  ба  конечная  въ  случаѣ,  если  необходимо  разумѣть 
прямую  неопредѣленно  продолжепною. 

§  14.  Двѣ  прямыя  называются  равными  между  собою,  если 
оиѣ  могутъ  совмѣститься  при  наложеніи  другъ  на  друга, 
Представимъ  себѣ,  что  прямая  АВ  наложена  на  прямую 
А'В'  такъ,  что  конецъ  ея  А  упалъ  въ  А'  и  прямая  АВ  по¬ 
шла  по  А'В',  то  прямая  .АВ  будетъ  меньше  А'В',  если  дру¬ 
гой  конецъ  ся  В  упадетъ  на  самой  прямой  А'В'  между  точ¬ 
ками  А'  и  В',  потому  что  часть  меньше  цѣлаго  (аксіома  8). 
Если  же  конецъ  В  прямой  АВ  упадетъ  на  продолженіи  пря¬ 
мой  А'В'  такъ,  что  точка  В'  будетъ  лежать  между  точками 
А'  к  В,  то  прямая  АВ  больше  А'В'. 

Прямил  откладываются  па  бумагѣ  циркулемъ 
Задача  1.  Начертитъ  прямую  равную  двойной,  трой¬ 
ной  и  т.  д.  данной  прямой  СИ. 

Проведемъ  безконечную  прямую  ХУ  (чер.  3)  и  при  какой 
Че  |  #  нибудь  точкѣ  ея  А  отложимъ  цнр- 

с  '  ц  кулемъ  прямую  АА,  равную  Сі), 

А  А,  А,  да  потомъ  отъ  точки  А,  опять  отло- 

х  - - -  у  жимъ  въ  ту  же  сторону  А,  А,  рав¬ 

ную  СВ  и  т.  д.  Получимъ  АА,=2СВ;  АА3=ЗСВ  и  т.  д. 

Задача  2.  Начертитъ  прямую,  ратую  суммѣ  или  раз¬ 
ности  двухъ  данныхъ  прямыхъ  АВ  и  VI).  (чер.  4). 

Чер  4  Рѣт.  Проведемъ  безконечную 

а - в  с - и  прямую  ХУ  и  отъ  какой  нибудь 

к  к,  к.2  точки  ея,  налр.  Е,  отложимъ 

х_  •  •  У  ЕЕ,=АВ  и  потомъ  отъ  точки 

Е1  отложимъ  въ  ту  же  сторону  линію  Е(Е3:=СВ.  то  полу¬ 
чимъ  прямую  ЕЕа=ДВ4-СВ,  т.  о.  равную  суммѣ  двухъ  дан¬ 
ныхъ. 

Если  же  отъ  какой  нибудь  точки  Е  безконечной  прямой 
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(чер.  5)  отложимъ  ЕЕ,  =  АВ  (большей  изъ  двухъ  данныхъ 
линій)  и  потомъ  отъ  точки  Е, 

Чер.  5. 

отложимъ  въ  другую  сторону 

Е.Е4=СВ,  то  получимъ  пря-  А  '  в  с  0 

ную  ЕЕ3=АВ—  ОБ,  т.  е.  рав-  х._  ®  к*  Е| _ у 

иую  разности  двухъ  данныхъ. 

§  15.  Длину  всякой  прямой  можно  выразить  цѣлымъ 
ИЛИ  дробнымъ  числомъ  точно,  или  насколько  угодно  близко 
къ  точности.  Для  этого  должно  какую  нибудь  прямую,  напр. 
СВ  (чер.  6),  пронять  за  единицу  мѣры  н  йотомъ  найти  сколь¬ 
ко  такихъ  линій  СВ  можетъ  уложиться  въ  данной  прямой  АВ; 
число,  показывающее  сколько  разъ  СВ  укладывается  въ  АВ. 
и  будетъ  искомое  число;  т.  е.  должно  сравнить  данную  ли¬ 
нію’ АВ  съ  линіей  СВ,  принятой  за  единицу  мѣры  прямыхъ, 
или  измѣрить  прямую  единицею  мѣры. 

Единица  мѣры  СВ  можетъ  уложиться  въ  данной  линіи  АВ 
нѣсколько  разъ  безъ  остатка,  налр.  3  раза,  тогда  АВ  бу¬ 
детъ  равно  3  единицамъ  мѣры  и  значитъ  длина  данной  пря¬ 
мой  вьцниится  цѣлымъ  числомъ.  Если  единица  мѣры  СБ  не 
укладывается  безъ  остатка  въ  данной  примой  АВ,  то  долж¬ 
но  искать,  ие  будетъ  ли  какая  нибудь  часть  единицы  мѣры 
СВ  укладываться  цѣлое  число  разъ  въ  прямой  АВ,  м  если 
найдемъ,  что  папр.  0,1  часть  СВ  уложилась  въ  АВ  безъ 


остатка,  папр.  37  ралъ,  то  длппа 
АВ  выразится  точно  и  будетъ  рав¬ 
на  3,7.  Если  же  случится,  что 
0,1  часть  СВ  уложится  въ  АВ  нѣ¬ 
сколько  разъ,  папр.  37  разъ,  и  по¬ 
лучится  остатокъ  .10 ,  который  будетъ,  очевидно,  меньше 
0,1  частя  единицы  мѣры,  то  тогда  АВ  будетъ  равно  прибли¬ 
женно  3,7;  причемъ  дѣлается  ошибка,  меныиам  0,1  единицы 
мѣры,  потому  что  отбрасываемый  остатокъ  1В  меньше  0,1 
части  СВ.  Если  хотимъ  измѣрить  АВ  съ  большей  точностью, 
то  должно  раздѣлить  единицу  мѣры  на  болѣе  мелкія  части, 
наир,  раздѣлить  СВ  на  100  равныхъ  частей  и  измѣрять  АВ  со¬ 
той  долей  СБ.  Если  при  этомъ  случится,  что  0,01  часть  СВ 
уложилась  въ  АВ  безъ  остатка,  напр.  373  раза,  то  длина 
АВ  выразится  точно  и  будетъ  равна  3,73.  Если  же  полу¬ 
чится  новый  остатокъ,  то  АВ  будетъ  равно  приближенно — 
3,73;  причемъ  ошибка  будетъ  менѣе  0,01  единицы  мѣры. 
Продолжая  дѣйствовать  такимъ  же  образомъ  далѣе,  понятно, 


Чер.  6. 

С - I) 

Д 

А - В 


что  выразимъ  длину  АВ  или  точно  цѣливъ  числомъ  съ  дробью, 
или  сдѣлаемъ  ошибку,  меньшую  0,001  или  меньшую  0,0001 
н  т.  д.,  т.  е.  сдѣлаемъ  ошибку  на  сколько  угодно  малую 
и  выразимъ  АВ  на  сколько  угодно  близко  къ  точности. 

Изъ  всего  сказаннаго  слѣдуетъ ,  что,  когда  говорятъ :  дли¬ 
на  прямой  равна  а,  то  должно  разумѣть  подъ  а  цѣлое  или 
дробное  число,  показывающее,  точно  или  какъ  угодно  близко 
къ  точности,  сколько  разъ  заключается  въ  данной  прямой 
или  прямая,  или  часть  прямой,  принятой  за  единицу  мѣры 
длины. 

§  16.  Всякая  линія,  которая  состоитъ  изъ  конечныхъ  пря¬ 
мыхъ,  не  лежащихъ  въ  одной  прямой, 
называется  ломаной  линіей.  Такъ  АВСІЖ 
сеть  ломаная  линія  (чер.  7). 

Линія,  которая  не  есть  прямая  и  не 
состоитъ  изъ  прямыхъ,  называется  кри¬ 
вой  линіей.  Р(і  есть  кривая  лииія. 

Наконецъ  смѣшанной  линіей  называет¬ 
ся  такая,  которая  состоитъ  изъ  кривыхъ 
и  прямыхъ  линій.  Наир.  ОН  есть  смѣ¬ 
шанная  лииія. 

Плоскость. 

§  17.  Существуетъ  безчисленное  множество  разныхъ  по¬ 
верхностей,  но  мы  теперь  будемъ  говорить  только  о  такихъ, 
которыя  можно  продолжать  сколько  угодно  по  направленію 
всѣхъ  ихъ  протяженій,  и  будемъ  всегда  представлять  себѣ 
от  и  поверхности  безконечными.  Такихъ  безконечныхъ  поверх¬ 
ностей  тоже  можно  представить  себѣ  безчисленное  множе¬ 
ство.  Если  смотрѣть  на  такую  поверхность  съ  одиоіі  сторо¬ 
ны,  то  на  ней  могутъ  быть  самые  разнообразные  выступы 
въ  извѣстныхъ  мѣстахъ  и  углубленія  въ  другихъ,  или  она 
вся  можетъ  представляться  вдавленной,  или  выпуклой,  или 
можетъ  этого  не  быть. 

Вообразимъ  себѣ  три  точки  въ.  пространствѣ  А,  В  и  О. 
которым  не  лежатъ  па  одной  прямой  линіи,  то  понятно,  что 
чрезъ  такія  три  точки  можно  провести  множество  разныхъ 
безконечныхъ  поверхностей.  Представимъ  себѣ,  что  чрезъ 
эти  три  точки  проведена  какая  ннбудь  одна  безконечная  по¬ 
верхность  съ  извѣстными  выступами  и  углубленіями,  то  лег- 


Чср.  7. 
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ко  видѣть,  что  этой  поверхности  можно  дать  много  разныхъ 
положеній,  при  которыхъ  она  будегь  проходить  чрезъ  тѣ  же 
три  точен.  Въ  самомъ  дѣлѣ:  мы  можемъ  какую  угодно  точ¬ 
ку  поверхности  привести  въ  совпаденіе  съ  точкою  А;  ло¬ 
томъ,  вращая  поверхность  около  точки  А.  можно  привести 
въ  совпаденіе  сь  точкою  В  всякую  точку  поверхности,  на¬ 
ходящуюся  на  разстояніи  АВ  отъ  точки  А;  наконецъ,  вра¬ 
щая  поверхность  около  прямой  линіи,  проведенной  чрезъ  точ¬ 
ки  А  и  В,  можно  продолжать  такое  вращеніе  до  тѣхъ  порт, 
пока  и  третья  точка  С  не  будетъ  на  поверхности.  При  этомъ 
мы  можемъ  привести  въ  совпаденіе  съ  точкою  А  ту  точку 
поверхности,  которая  напр.  наиболѣе  выступаетъ,  и  это  да¬ 
етъ  одно  положеніе  поверхности.  Потомъ  можно  привести  аъ 
совпаденіе  съ  точкою  А  другую  точку  поверхности,  и  ето 
даетъ  другое  положеніе  поверхности.  Значитъ  вообще,  если 
только  на  поверхности  есть  точка,  отличающіяся  отъ  другихъ 
точекъ  поверхности  по  своему  положенію,  напр.  такія,  ко¬ 
торыя  болѣе  пли  менѣе  выступаютъ,  то  поверхности  можно 
дать  болѣе  одного  положенія.  Ивъ  этого  слѣдуетъ,  что  вся¬ 
кая  поверхность,  па  которой  есть  выступы  или  углубленія, 
есть  такая  поверхность,  какихъ  можно  провести  болѣе  одной 
чрезъ  три  точки,  пс  лежащія  па  одпой  прямой,  потому  что 
чревъ  каждое  изъ  разныхъ  положеній  данной  поверхности 
можно  представить  себѣ  новую  поверхность,  одипакую  съ 
данной. 

Но  если  безконечная  поверхность  не  имѣетъ  ни  высту¬ 
повъ.  пи  углубленій,  нѣтъ  па  пей  выпуклостей  и  вогнуто¬ 
стей  и  вообще  нѣтъ  точекъ,  чѣмъ  ппбудь  другъ  отъ  друга 
отличающихся,  то  чрезъ  три  точки  пс  на  одной  прямой  нель¬ 
зя  будетъ  провести  болѣе  одной  такой  поверхности,  и  такую- 
то  безсоиечпую  поверхность  называютъ  плоскостью,  или  пря¬ 
мой  поверхностью. 

§  ІИ.  Вообразимъ  себѣ,  что  чрезъ  три  данныя  точки  въ 
щюстраиствѣ,  ие  лежащія  на  одной  прямой,  проведем  какая 
ннбудь  безконечная  поверхность,  то  можетъ  бить  дна  случая: 

1)  или  поверхность,  которую  мы  провели,  можетъ  быть  та¬ 
кая,  какихъ  еще  сколько  угодно  можно  провести  чрезъ  тѣ- 
же  три  точки; 

2)  или  такая,  какихъ  болѣе  одной  чрезъ  тѣ -же  три  точ¬ 
ки  провести  невозможно — это  та,  которую  называютъ  пря¬ 
мою  поверхностью  или  плоскостью. 
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Такимъ  образомъ  можно  сказать,  что  прямою  поверхностью 
ши  плоскостью  называется  такая  безконечная  поверхность, 
какихъ  можно  провеши  только  одну  чрезъ  три  точки,  не 
лежащія  на  одной  прямой  линіи. 

Изъ  этого  опредѣленія  слѣдуетъ,  что  двѣ  плоскости  мо¬ 
гутъ  переспматься  только  въ  прямой  линіи,  потому  что, 
еелнбы  пересѣченіемъ  двухъ  плоскостей  была  не  прямая,  а 
какая  пибудь  другая  линія,  то  на  этой  линіи  можно  било  бы 
взять  три  точки,  не  лежащія  на  одной  прямой,  и  такъ  какъ 
эти  три  точки  лежали  би  на  обоихъ  нлоекоетяхъ,  то  плос¬ 
кости  сливались  бы  въ  одну,  потому  что  плоскость  есть  та¬ 
кая  безконечная  поверхность,  какихъ  можно  провести  толь¬ 
ко  одну  чрезъ  три  точки,  нс  лежащія  на  одной  прямой  линіи. 

§  19.  Теорема.  Если  'грезъ  двѣ  какія  нибудь  точки 
плоскости  проведемъ  прямую  линію,  то  и  вегь  точки  пря¬ 
мой  линіи  будутъ  лежать  на  плоскош  и. 

Пусть  дана  плоскость.  Возьмемъ  па  этой  плоскости  двѣ 
какія  нибудь  точки  А  и  В  и  проведемъ  чрезъ  эти  двѣ  точ¬ 
ки  прямую  линію.  Требуется  доказать,  что  всѣ  точки  этой 
прямой  лежатъ  па  плоскости. 

Доказ.  Проведемъ  чрезъ  точки  А  и  В  еще  одну  плоскость. 
Эта  плоскость  пересѣчетъ  данную  плоскость  въ  прямой  ли¬ 
ніи,  проходящей  чрезъ  точки  А  и  В,  потому  что  двѣ  плос¬ 
кости  могутъ  пересѣкаться  только  въ  прямой  линіи  (§  18). 
Линія  пересѣченія  обоихъ  плоскостей  есть  именно  та  пря¬ 
мая,  которая  проведена  чрезъ  точки  А  и  В,  потому  что  чрезъ 
двѣ  точки  можно  провести  только  одну  прямую.  Но  какъ 
всѣ  точки  линіи  пересѣченія  этихъ  двухъ  плоскостей  лежатъ 
на  данной  плоскости,  то  слѣдовательно  к  всѣ  точки  прямой, 
которую  мы  провели  чрезъ  точка  А  п  В,  лежатъ  на  данной 
плоскости,  что  и  требовалось  доказать. 

Всякая  линія,  которую  можно  помѣстить  на  плоскости,  на¬ 
зывается  плоской  линіей.  Изъ  доказанной  теоремы  слѣдуетъ, 
что  прямая  линія  есть  плоская  линія. 

Такъ  какъ  плоскость  и  прямая  линія  безконечны,  то  пря¬ 
мая  линія,  помѣщенная  на  плоскости,  раздѣлаетъ  плоскость 
на  двѣ  безконечно  большія  части. 

§  20.  Всякая  опредѣленная  часть  плоскости,  ограничен¬ 
ная  какой-нибудь  ломаной  или  кривой  линіей,  называется 
геометричешпі  фигурой.  Геометрическая  фигура,  ограни¬ 
ченная  ломаной  линіей,  называется  вообще  мною  угольникомъ; 
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притомъ  -  треугольникомъ ,  если  ограничена  тремя  пересѣ¬ 
кающимися  прямыми,  четыреугольин- 
комъ — четырьмя  и  т.  д. 

Мпогоуголміики  обозначаютъ  бук¬ 
вами,  поставленными  въ  точкахъ  пе- 
ресѣчеія  прямыхъ.  Такъ  (чср.  8)  го¬ 
ворятъ:  треугольникъ  АВС;  пятиуголь¬ 
никъ  ЕРОШ. 

Окружность  круга. 

іі  21.  Окружностью  называется  такая  плоская  кривая  ли¬ 
нія,  у  которой  всѣ  точки  находятся  въ  равномъ  разстояніи 
отъ  одной  точки,  лежащей  на  плоскости  и  называемой  цент¬ 
ромъ  (хіѵтроѵ,  сепігит)  окружности. 

Для  омпсиианія  окружности  укотрсб.іяють  циркуль. 

Окружность  раздѣляетъ  безконечную  плоскость,  иа  кото¬ 
рой  помѣщается,  па  двѣ  части:  одну,  опредѣленную,  вну¬ 
треннюю,  и  другую,  неопредѣленную, — внѣшнюю.  Опредѣлен¬ 
ная  часть  плоскости,  заключающаяся  внутри  окружности,  есть 
геометрическая  фигура,  которую  пазываюгь  кругомъ. 

Разстояніе  центр'а  отъ  какой  нибудь  точки  окружности 
называется  радіусомъ  (гасіінз-лучъ).  По  опредѣленію  окруж¬ 
ности  всѣ  радіусы  той  же  окружности  равны  между  сооою. 

Разстояніе  между  двумя  точками  окружности  называется 
хордою  ШЬІ  —тетива),  т.  е.  хорда  есть  прямая,  проведенная 
отъ  одной  точки  окружности  до  другой  (§  1В).  Такъ  прямая 
АВ  есть  хорда  (чср  9). 

Хорда,  проходящая  черезъ  центръ,  назы¬ 
вается  діаметромъ  (оіа, — поперегъ  п  ргт- 
р&о — мѣряю).  Напр.  СВ  есть  діаметръ.  По¬ 
нятно,  что  діаметръ  равняется  двумъ  ра¬ 
діусамъ. 

Всякая  часть  окружности  называется  ду- 
юю.  Наир.  ЛЕВ  есть  дуга.  Дуту  обознача¬ 
ютъ  знакомъ  о  ;  такъ:  дуга  АЕВ  или  о  АВ. 

§  22.  Двѣ  окружности  называются  равными  между  собою, 
если  при  совпаденіи  центровъ  они  совмѣщаются.  Понятно, 
что  окружности  равны,  если  нхъ  радіусы  равны. 

Двѣ  дуги  той  же  или  двухъ  равныхъ  окруяшостей  назы¬ 
ваются  р отыми  между  собою,  если  онѣ  могутъ  совмѣститься 
при  наложеніи  другъ  на  друга. 


Чер.  9. 
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Теорема  I.  Если  двѣ  дуги  той  яес  я  ли  двухъ  равныхъ 
окружностей  равны  между  собы,  то  и  хорды,  ихъ  стягиваю¬ 
щія  равны. 

Пусть  дано:  и  АВ  :=  и  СО  («р.  10).  Требуется  **»„, 
что  хорда  АВ  раяна  хордѣ  СВ. 

Доков.  Наложимъ  отрѣзокъ  круга  ССІ)  па  отрѣзокъ  ЛЕВ 
такъ,  чтобы  точка  С  упала  въ  точку  Л  и  чтобы  и  ОСИ 
пошла  ПО  и  АЕВ.  тогда  по  равенству  этихъ  дугъ  точка  В 
упадетъ  въ  точку  В,  т.  е.  дуги  совмѣстятся.  .'Значитъ  коа- 
цы  хорды  СВ  совмѣстятся  съ  гсонцамп 
хорды  АВ,  а  слѣдовательно  и  хорда  СВ 
совмѣстится  съ  хордою  АВ,  потому  ЧТО 
хорда  есть  прямая,  а  отъ  одной  точки  А 
до  другой  15  можно  провести  только  одну 
прямую  (§  13,  теор.  I).  Если  же  эти  пря¬ 
мыя  совмѣстились,  то  оігі;  равны  между 
собою  (§  14,  опред.),  что  и  требовалось 
доказать. 

Теорема  2,  обр.  Если  хорды  той  же  или  двухъ  равныхъ 
окружностей  равны,  то  и  стягиваемыя  ими  дут  равны. 

Пусть  дано:  хорда  СВ  равна  хордѣ  АВ,  н  требуется  до¬ 
казать,  что  с.  СВ  =  и  АВ. 

Доказ.  Наложимъ  .отрѣзокъ  СОВ  на  отрѣзокъ  ЛЕВ  таить 
чтобы  точка  С  упала  въ  точку  Л  и  чтобы  хорда  СВ  пошла 
по  хордѣ  АВ,  тогда,  по  равенству  этихъ  хордъ,  точка  В 
упадетъ  въ  точку  В,  т.  е.  хорды  совмѣстятся  (§  14).  .'Зна¬ 
читъ  концы  о  СВ  совмѣстятся  съ  концами  и  АВ,  а  слѣ¬ 
довательно  н  всѣ  точки  о  СВ  совмѣстятся  съ  точками  иАВ, 
потому  что  по  опредѣленію  окружности  всѣ  точки  этихъ 
Л5гъ  находятся  въ  равномъ  разстояніи  отъ  центра.  Если  же 
дуги  СВ  и  АВ  совмѣстились,  то  онѣ  равны  между  собою, 
что  н  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе.  Діаметръ  дѣлитъ  окружность  на  двѣ  равныя 
дуги. 


Чер.  іо. 


Чгр.  11. 


•{адача.  Отъ  /кмной  точки  С  окруж¬ 
ности  отложитъ  дугу  равную  «  Л7>  (чср. 
11).  Соединимъ  концы  о  АВ  хордою  и  по¬ 
томъ  изъ  точки  С  какъ  іш,  центра  радіу¬ 
сомъ,  равнымъ  АВ,  опишемъ  дугу,  которая 
пересѣчетъ  данную  окружность  от,  точкѣ  К. 
Іогда  иСЕ=  ^  А  В,  потому  что  хорда  ГК  — 
АВ  (теор.  2). 
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§  23.  Если  отложимъ  отъ  точки  А  окружности  (чор.  12) 
дугу  СВ  въ  сторону  дуга  АВ  и  случит-  Чср.  іа. 
ея,  что  другой  конецъ  дуги  СВ  упадетъ 
между  точками  А  и  В,  наир,  въ  точку  К, 
то  о  СВ  будетъ  меньше  дуги  АВ  (ак¬ 
сіома  8).  Если  же  конецъ  откладываемой  с 
дуги  не  упадетъ  между  точками  А  и  В  а 
упадетъ,  наар.  въ  точку  Е,,  то  о  СВ 
будетъ  больше  дуги  А  В  (аксіома  Я). 

Задачи  I..  Найти  дугу  равную  двойной,  тройной  и  т.  д. 
данной  дут.  Отъ  какой  нибудь  точки  А  окружности  (чер.  1 3) 
отложимъ  дугу  АА,,  равную  я  СВ  и  по-  Чср.  із. 
томъ  опять  (въ  ту  же  сторону)  отъ  точки 
Аі  отложимъ  о  А,Аа  —  о  СВ  и  т.  д., 
то  получимъ  дугу  ААХ  ранную  двойной 
^  СВ;  дугу  АА,  равную  тройной  о  СВ  и  т.д. 

Задача  2.  Найти  дугу  равную  суммѣ 
и  равную  разности  двухъ  данныхъ  дугъ 
АВ  и  СІ). 

Рѣшеніе  подобно  тому,  какъ  и  въ  случаѣ  прямыхъ  (§  14). 

§  24.  Разсуждая  надъ  дугами  той  же  окружности  совер¬ 
шенно  такъ,  какъ  надъ  прямыми  въ  §  15,  найдемъ,  что, 
если  примемъ  какую  нибудь  дугу,  иалр.  и  СВ  за  единицу 
мѣры  дугъ  и  узнаемъ,  сколько  такихъ  дугъ  или  частей  ея 
укладывается  въ  данной  дугѣ  АВ,  точно  или  па  сколько  угод¬ 
но  близко  къ  точности,  то  о  АВ  выразится  цѣлымъ,  или 
дробнымъ  числомъ,  точно  или  на  сколько  угодно  близко  къ 
точности.  Это  цѣлое  или  дробное  число  будетъ  показывать 
сколько  разъ  въ  данной  дугѣ  заключается  или  дуга  приня¬ 
тая  за  единицу  мѣры,  или  какая  нибудь  часть  этой  дуги. 
Такъ,  если  говорятъ  длина  и  АВ  равна  а,  то  должно  подъ 
а  разумѣть  цѣлое,  нлн  дробное  число,  показывающее  сколько 
разъ  въ  ѵ  АВ  укладывается  или  и  (Л) ,  или  извѣстная  часть 
и  СВ,  принятой  за  единицу  мѣры  дугъ. 

Обыкновенно  за  единицу  мѣры  дугъ  принимаютъ  360-ю 
чаем,  длины  веей  окружности.  Такую  единицу  называютъ  гра¬ 
дусомъ  и  обозначаютъ  знакомъ  °,  поставленнымъ  надъ  чи¬ 
сломъ.  Такт,  если  и  АВ  заключаетъ  въ  себѣ  3  дуги  въ  одинъ 
градусъ,  то  пишутъ:  о  АВ=3°,  и  говоритъ:  тремъ  граду¬ 
самъ.  Градусъ  раздѣляютъ  па  00  частей,  которыя  называ¬ 
ютъ  минутами  и  означаютъ  знакомъ  Минуту  раз  дѣля  ютъ 
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на  СО  частей  называютъ  секундами  и  означаютъ  знакомъ". 
Такъ  наир.,  если  дуга  АВ— 37е  13'  15",  то  это  значитъ, 
что  въ  дугѣ  АВ  заключается  дуга,  принятая  за  единицу  мѣры 

(т  е,_3б0  ’5асть  всей  окружности) ,  37  разъ  и  еще  --  часть 

единицы  дугъ — 13  разъ  н  еще  ^  часть  первой  части, т.  е. 

часть  единицы  дугъ — 15  разъ.  Вообще,  если  говорятъ  дли¬ 
на  дуги  равна  а,  то  подъ  а  должно  разумѣть  нѣкоторое 
цѣлое  или  дробное  число  градусовъ. 

Раздѣленіе  геометріи. 

§  25.  Геометрія  (эд  —  земля  и  ретрё» — мѣряю)  раздѣляется 
на  плоскую  геометрію  (планиметрія  —  ріапиз,  плоскость  и 
рет рмо,  мѣряю)  и  на  геометрію  а  пространствѣ  (стереоме¬ 
трія — оиргіе,  твердый  и  ратр^ю,  мѣряю). 

Плоская  геометрія  есть  ученіе  о  плоскихъ  линіяхъ,  ихъ 
взаимномъ  положеніи  на  плоскости,  и  чаетяхъ  плоскости, 
ограниченныхъ  этими  линіями,  т.  е.  ученіе  о  всемъ  томъ, 
что  можетъ  быть  совмѣщено  съ  плоскостью. 

Геометрія  въ  пространствѣ  есть  ученіе  о  томъ  н.гь  простран¬ 
ства,  что  съ  плоскостью  не  совмѣщается,  т.  е.  къ  составъ 
ея  входятъ:  геометрическія  тѣла,  всякія  поверхности,  всякія 
линіи  и  ихъ  взаимное  положеніе  въ  пространствѣ. 

Вслѣдствіе  обширности  предмета,  какъ  плоскую  гео¬ 
метрію,  гакъ  и  геометрію  въ  пространствѣ  раздѣляютъ 
на  начальную  и  высшую.  При  этомъ  въ  начальной  плоской 
геометріи  изучаются  только  двѣ  плоскія  линіи:  прямая  линія 
и  одна  изъ  кривыхъ — окружность.  Такія  линіи  помѣщаютъ 
на  безконечной  плоскости  и  изучаютъ  какъ  взаимныя  пере¬ 
сѣченія  линій,  тагъ  н  опредѣленныя  и  неопредѣленныя  ча¬ 
сти  плоскости,  на  которыя  она  дѣлится  этими  линіями. 

Въ  начальной  же  геометріи  въ  пространствѣ  изучается 
взаимное  положеніе  пряныхъ  линій  и  плоскостей  въ  про¬ 
странствѣ,  тѣла,  ограниченныя  пересѣкающимися  плоско¬ 
стями,  и  только  три  тѣла  съ  ограничивающими  ихъ  кривыми 
поверхностями,  а  именно:  цилиндръ,  конусъ  и  шаръ. 


Плоская  Геометрія. 


СПОСОБЪ  НАЛОЖЕНІЯ. 


ОТДѢЛЪ  I. 

Взаимное  положеніе  прямых я  ли  ній. 

У  г  л  ы 

§  26.  Вообразимъ  себѣ  двѣ  прямыя  линіи  на  плоскости; 
такія  двѣ  линіи  не  могутъ  имѣть  болѣе  одной  общей  точки 
(§  12),  а  имѣютъ  или  одну  общую  точ-  Чер.  14. 

ку,  капъ  иапр.  АВ  и  СІ)  (чер.  14),  у 
которыхъ  точка  О  общая;  или  могутъ 
не  имѣть  общей  точки,  т.  е.  не  встрѣ¬ 
чаться  ,  сколько  бы  мы  ихъ  ни  продолжа¬ 
ли  въ  ту  и  другую  сторону,  какъ  напр.  липін  КЬ  и  МЫ 
(чер.  15).  Въ  первомъ  случаѣ  линіи  на¬ 
зываются  пересѣкающимися,  во  второмъ  к 
параллельными .  Разсмотримъ  предвари¬ 
тельно  двѣ  пересѣкающіяся  прямыя.  м  11 

§  27.  Двѣ  пересѣкающіяся  прямыя  раздѣляютъ  всю  без¬ 
конечную  плоскость,  па  которой  опѣ  лежатъ,  на  четыре  ча¬ 
сти;  части  эти  неопредѣленно  большія,  потому  что  плоскость 
и  прямыя  линіи  должно  представлять  себѣ  продолженными 
безъ  конца  (§§  12,  17).  Каждая  изъ  такихъ  частей  плоско¬ 
сти  называется  угломъ,  такъ  что  угломъ  называется  неопре¬ 
дѣленная  часть  плоскости,  заключенная  между  двумя  пе- 
реаькающимися  прямыми  .шніями.  Точка  пересѣченія  пря¬ 
мыхъ  называется  вершиною  угла',  пересѣкающіяся  прямыя — 
сторонами  угла.  Уголъ  обозначается  тремя  буквами:  одна 


Чер.  15. 
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буква  ставится  при  вершинѣ  угла,  двѣ  остальныя  па  сто¬ 
ронахъ.  Буква,  стоящая  при  вершинѣ,  произносится  между 
двумя  другими.  Такъ  палр.  (чер.  14)  говорятъ:  уголъ  АОС, 
уголъ  АОІ),  уголъ  ВОВ,  уголъ  ВОС.  Если  уголъ  начерченъ 
отдѣльно,  то  его  можно  обозначать  одною  бук¬ 
вою,  поставленной  при  вершинѣ,  напр.  уголъ 
А  (чер.  16).  Уголъ  обозначаютъ  знакомъ  / . 
Такъ  пишутъ:  /А,  или  А  ВАС,  и  говорятъ: 
уголъ  А,  или  уголъ  ВАС. 

§  26.  Два  угла  называются  равными  между  собою,  если 
можно  наложить  одинъ  изъ  нихъ  па  другой  такъ,  чтобы  они 
совпали.  Напр.  вообразимъ  себѣ,  что  /А,В,С,  (чер.  17) 
наложенъ  на  /АВС  такъ,  что  вершина  В  совпала  съ 
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вершиною  В  и  что  прямая  В,  С, 
пошла  по  направленію  прямой  ВС, 
то  углы  будутъ  равны  между  со¬ 
бою,  если  и  другая  сторона  пер¬ 
ваго  угла,  т.  е.  прямая  В,А,  мо¬ 
жетъ  пойти  по  другой  сторонѣ  втораго  угла,  т.  е.  но  пря¬ 
мой  ВА. 

Теорема  1.  Если  изъ  вершинъ  двухъ  угловъ  опишемъ  рав¬ 
ными  радіусами  дуги  и  если  эти  углы  равны,  то  и  дут 
равны. 

Опишемъ  ии  вершинъ  двухъ  угловъ  АВС  и  А,В,С,  (чер.  18) 
т.  е.  изъ  точекъ  В  н  В, ,  какъ 
изъ  центровъ,  произвольнымъ, 
по  только  равнымъ  для  обо¬ 
ихъ  угловъ,  радіуеомъ  дуги 
КБ  и  ІИ,  и  положимъ,  что 
дано:  /АВС=/А,В,С1;  тре¬ 
буется  доказать,  что  и  КЬ=и  МН. 

Доказ.  Наложимъ  А  А,  В,  С,  на  /АВС  такъ,  чтобы  вер¬ 
шина  В.  упала  въ  вершину  В  и  чтобы  еторона  В,  С,  пошла 
по  сторонѣ  ВС,  тогда  сторона  В,  А,  пойдетъ  по  сторонѣ  ВА, 
потому  что  углы  по  условію  равны  между  собою  и  значитъ 
совпадутъ  при  наложеніи.  При  этомъ,  по  равенству  радіусовъ, 
точка  N  упадетъ  въ  точку  Ь  и  точка  М  въ  точку  К;  слѣдо¬ 
вательно  концы  дуги  МК  совпадутъ  съ  концами  дуги  КЬ.  Но 
такъ  какъ  всѣ  точки  обѣихъ  дугъ  находятся  въ  равномъ  раз¬ 
стояніи  отъ  центра,  потому  что  это  дуги  двухъ  равныхъ  ок¬ 
ружностей  (§  21),  то  и  промежуточныя  точки  дуги  ММ  со¬ 
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вмѣстятся  съ  промежуточными  точками  дуга  КЬ.  Если  же 
дуги  совмѣстились  при  наложеніи,  то  онѣ  )іавиы  (§  22),  что 
и  требовалось  доказать. 

Теорема  2,  обр.  Если  изъ  вершинъ  двухъ  угловъ  опишемъ 
равными  радіусами  душ  и  если  душ  равны,  то  и  углы  равны. 

Опишемъ  изъ  вершинъ  В  и  В(  двухъ  угловъ  АВС  и 
А  В  С,  произвольными,  но  равными  радіусами  дуги  КЬ  и 
>Ш,'и  положимъ,  что  дано:  »  КЬ  =  ы  МК;  требуется  до¬ 
казать,  что  /АВС=/АІВ|С1. 

Дока».  Наложимъ  /А.В.С,  на  /АВС  такъ,  чтобы  точка 
В  упала  въ  точку  В  и  чтобы  сторона  В,С,  пошла  по  сто¬ 
ронѣ  ВС.  тогда  и'  МХ  пойдемъ  по  и  КЬ,  потому  что  точки 
этихъ  дугъ  находятся  въ  равномъ  разстояніи  отъ  центра; 
притомъ’  точка  М  упадетъ  въ  точку  К,  потому  что  по 
условію  и  МХ=  и  КЬ  (§  22).  Если  же  двѣ  точки  В,  а  М 
прямой  В,М  совпали  съ  двумя  точками  В  и  К  прямой  В’.ѵ, 
то  и  прямыя  совпадутъ  (§  13,  теор.  I).  Значитъ  /А, В, С, 
совмѣстится  съ  /АВС  и  слѣдовательно  эти  углы  равны  между 
собою. 

Задача-  При  какой  ныбудъ  точкѣ  Е  данной  прямой  АВ 
(чер.  19)  построитъ  уголъ,  равный  данному  углу  КЬМ. 

Ріш.  Опишемъ  произ¬ 


вольнымъ  радіуеомъ  изъ  вер¬ 
шины  /  КЬМ  дугу  Рф  » 
тѣмъ  же  радіусомъ  изъ  точ¬ 
ки  Е  (какъ  центра)  дугу  ОН; 
соединимъ  точки  Р  в  <3  пря¬ 
мою  РСІ,  н  радіусомъ  рав¬ 
нымъ  і’0  изъ  точки  О  (какъ 
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ку  пересѣченія  О  послѣдней 
съ  о  ОН  соединимъ  съ  точ¬ 
кою  Е,  тогда  /ОЕО  будетъ  равенъ/ КЬМ 
Рф— хордѣ  00,  но  построе¬ 
нію;  слѣдовательно  и  ѵРЦ= 

=  и  00  (і?  22,  теор.  2).  Ес¬ 
ли  же  дуги  равны,  то  и 
углы  равны  (теор.  2). 

§  29.  Если  можно  нало¬ 
жить  /А, В, С,  (чер.  20)  на 
/АВС  такъ,  чтобы  вер- 


потому  что  хорда 
Чер.  20. 
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типа  В(  упала  въ  В,  сторона  В,  Л,  пошла  бы  но  В  А  н  ли¬ 
нія  В,  С,  привяла  бы  направленіе  ВС  между  сторонами  угла 
АВС,  такъ  что  / А^Сі  помѣстится  внутри  угла  АВС,  то 
ді  Л)В«Сі  будетъ  меньше  /АВС,  потому  что  часть  меньше  цѣ¬ 
лаго  (акс.  8).  Если  же  ^А1В1С1  (чер.  21)  можно  наложить 


на  /АВС  такъ, 

Чер.  21. 

чтобы  вершина 

/  ° 

А  Вк  упала  въ  В, 

сторона  Всели¬ 
лась  бы  со  сто¬ 
роною  ВС  в  что- 

//  ,,  А  / 

С,  он  линія  В,А 
приняла  направ- 

тспіе  ВС,  при  которомъ  ВА  будетъ  между  ВС  и  ВО,  такъ 
что  /А,В,С,  будетъ  вмѣщать  въ  себѣ  /  АВС,  то  /А.ВС, 
больше  /АВС  (акс.  8). 

Ивъ  сказаннаго  ясно,  что  величина  угла  не  зависитъ  отъ 
длины  его  сторонъ,  которыя  должно  представлять  себѣ  всегда 
безъ  конца,  а  зависитъ  отъ  взаимнаго  наклоненія  сторонъ 
другъ  къ  другу. 

Задача  1.  Построить  уголъ,  равный  двойному,  троймо- 


Чер.  22. 


му,  и  т.  д.  данному  углу  АВС  (чер  22). 

Гѣт.  Па  сторонѣ  ВА  угла  АВС, 
при  точкѣ  В  построимъ  /  ЛВК,  рав¬ 
ный  /АВС  (§  28)  и  подучимъ  уголъ 
СВЕ,  равный  двойному  /  АВС.  Откла¬ 
дывав  опять  при  точкѣ  В  прямой  ВЕ 
уголъ  ВВС,  равный  /  ЛВС ,  получимъ 
/  СВС,  равный  тройному  данному, ц  т.  д. 
Задача  2.  Построить  уголъ,  равный 
суммѣ  или  равный  разности  двухъ  данныхъ  угловъ  АВС  и 
А1В,С1. 


Чер.  28. 


Рѣш.  На  сто|кшѣ 
ВА  угла  ЛВС  (чер. 
23)  при  точкѣ  Іі 
построимъ  /  ЛВС, 
равный  /  А,  В,  С,, 
то  получимъ  /  СВС , 
равный  суммѣ  двухъ, 
данныхъ.  Ее  ли  же 
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на  сторонѣ  ВА  (чер.  24)  большаго  /  АВС  н  при  точкѣ  В 
построимъ  /  АВС,  рав¬ 
ный  /  А,В,С(,  то  полу¬ 
чимъ  /СВС,  равный  раз¬ 
ности  угловъ  ЛВС  и 
Л1ВІС1. 

§  30.  Разсуждай  надъ 
углами  точно  такъ, какъ 
надъ  сопечаымн  прямы- 
ми  въ  §  15, найдемъ,  что  если  примет,  какой  ннбуди  уголъ, 
напр.  /АВС,  ва  единицу  мѣры  угловъ  н  узнаемъ  сколько 
разъ  такой  угловъ  или  часть  его  укладывается  въ  данномъ 
углѣ  С  ПК  точно  илы  на  сколько  угодно  близко  къ  точности, 
то  /СИЕ  выразится  цѣлымъ  или  дробнымъ  числомъ,  точ¬ 
но  ми  па  сколько  угодно  близко  къ  точности.  Это  цѣлое  или 
дробное  число  будетъ  показывать  сколько  разъ  заключается 
въ  дашюмъ  углѣ  уголъ,  принятий  за  единицу  мѣры,  пли  ка¬ 
кая  'пибудь  часть  этого  угла.  Понтону,  если  говорятъ:  уголъ 
СПЕ  равенъ  а,  то  должно  подъ  а  разумѣть  цѣлое  пли  дро  >- 
ное  число,  показывающее  сколько  разъ  /  АВС  млн  извѣст¬ 
ная  часть  его  ук.тадиваетсн  въ  данномъ  углѣ. 

8  31.  Если  окружность  раздѣлимъ  па  860  равныхъ  час¬ 
тей.  і.  е.  на  градусы,  и  всѣ  точки  дѣленія  соединимъ  съ 
центромъ  то  получимъ  при  центрѣ  окружности  360  угловъ, 
которые  всѣ  будутъ  равны  между  собою,  потому  что  душ, 
имъ  соотвѣтствующія,  равны  (8  28,  теор.  2).  Если  изъ  цен¬ 
тра  окружности  опишемъ  разными  радіусами  еще  нѣсколько 
окружностей,  то  каждая  изъ  пихт,  раздѣлится  сторонами  уг¬ 
ловъ  па  360  равныхъ  между  собою  частей,  т.  с.  па  градусы, 
потому  что  всѣ  углы  равны  между  собою,  слѣдовательно 
описанныя  изъ  ихъ  вершилъ  тѣмъ  же 
радіусомъ  дуги,  какъ  иапр.  ы  КЬ  к 
0  ЬМ  (чер.’  25),  равны  между  собою 
(§28,  теор.  1).  Пэт.  этого  видно,  что  ес¬ 
ли  раздѣлимъ  окружность  на  360  рав¬ 
ныхъ  частей  и  соедыпимъ  двѣ  рядомъ 
лежащія  точил  А  и  В  съ  цеит|юмъ,  то 
получимъ  /АОВ,  дуга  котораго  АВ 
есть  дуга  въ  одинъ  градусъ,  и  какимъ 
би  радіусомъ  изъ  вершніш  этого  угла  ми  пи  описали  дугу, 


Чер.  2Й. 


Чер.  24. 


2* 


каждая  изъ  этихъ  дугъ  будетъ  ,;*0  часть  окружности,  кото¬ 
рой  она  принадлежитъ,  т.  е.  будетъ  дуга  въ  1°.  Такой  уголъ 
принимаютъ  за  единицу  мѣры  угловъ  и  называютъ  угломъ 
въ  одинъ  градусъ,  означай  его  гакъ:  /АОВ=1\  Угодъ 
пъ  1°  раздѣляютъ  на  (10  равныхъ  частей  и  называютъ  каж¬ 
дую  изъ  такихъ  частей  угломъ  въ  одну  минуту,  означая 
его  такъ:  /і'.  Наконецъ,  угодъ  въ  1'  раздѣляютъ  тоже 
па  6  0  равныхъ  частей  и  называютъ  угломъ  въ  одну  се¬ 
кунду,  означая  его  такъ:  /  1".  Слѣдовательно  уголъ  ’  въ  1' 
1  1 

есть  а  уголъ  въі  есть  ^00-часть  утла,  принятаго  за  еди¬ 


ницу  мѣры  угловъ,  т.  е.  угла  въ  1*.  Если  говорятъ :  уголъ 
въ  а  градусовъ,  то  подъ  а  должно  разумѣть  цѣлое'  или 
дробное  число  градусовъ,  причемъ  дробь  можно  выразить 
въ  минутахъ,  секундахъ  и  частяхъ  секунды.  Изъ  вышеска¬ 
заннаго  понятно,  что  углу  въ  1-  соотвѣтствуетъ  н  дуга  въ 
1',  углу  въ  1" — дуга  въ  1"  п  вообще  углу  въ  нѣсколько 
градусовъ,  минутъ  и  секундъ  соотвѣтствуетъ  п  дуга  во 
столько  же  градусовъ,  минутъ  и  секундъ. 

§  32.  Изъ  четырехъ  угловъ,  образуемыхъ  двумя  пересѣ¬ 
кающимися  прямыми,  каждые  два  угла  съ  общей  стороной 
называются  смежными-,  такъ  (чер.  26)  /СОА  и  /АОВ 
Чер.  20.  имѣк,'гь  общую  сторону  ОА  н  есть  смежные  углы; 
с  '  '  ч  /АОВ  есть  смежный  /ВОВ;  /ВОВ  смежный 
/  БОС  наконецъ  /  ВОС  смежный  /  СОА.  Значатъ: 
сліс'исісылік,  умами  называются  она  уіла,  у  ко - 
торыхъ  о  0-щам  вершина,  общая  сторона  и  двѣ 
другія  стороны  лежат  въ  одной  прямой. 

К  суш  два  смежные  угла  равны  между  собою, 
какъ  нанрилѣръ  углы  АОВ  н  ВОС,  (чер.  27),  то 
каждый  изъ  нихъ  называется  прямымъ  уі- 


Чер.  27. 


лот ;  такнмъ  образомъ:  прямой  угот  есть 
одинъ  изъ  двухъ  равныхъ  смежных»  уг¬ 
ловъ. 

Тсорела  1.  Всѣ  прямые  умы  равны 
между  собою. 

Возьмемъ  два  произвольные  прямые  уг¬ 
ла  /  АВС  и  /  А,  ВіСі  (чер.  23)  н  докажемъ, 


что  они  равны. 


—  21  — 


Д окав.  Наложимъ  прямой  уголъ  АіВіСі  на  прямой  уголъ 
АВС  такъ,  чтобы  точка  В,  упа¬ 
ла  вт.  В  и  еторова  ВіС,  пош¬ 
ла  бы  тіо  сторонѣ  ВС,  то  лег¬ 
ко  доказать,  что  прямая  В, А, 
необходимо  пойдетъ  но  пря¬ 
мой  ВА.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  ее-  к 
ли  предположимъ,  что  ВіА, 
не  пойдетъ  по  ВА,  а  приметъ  ^ 

нѣкоторое  другое  направленіе,  напр.  ВО,  то  А при¬ 
метъ  положеніе  ОВС.  Такъ  каст,  уголъ  С  ВС  прямой,  то 
онъ  равенъ  своему  смежному  /КВО,  а  потому 
/СВС— /КВА+/АВО; 

С.тѣдов.  (аве.  8)  /СВС>  /  КВА. 

Съ  другой  стороны  /КВА,  какъ  смежный  данному  пря¬ 
ному  углу  ЛВС,  тоже  прямой  и  равенъ  углу  АВС;  если  мы 
замѣнимъ  въ  послѣднемъ  неравенствѣ  /КВА  равнымъ  ему 
угломъ  ЛВС  (акс.  7),  то  будемъ  имѣть  /  ОВС>  /  АВС,  что 
невозможно,  потому  что  /С ВС,  какъ  часть  /  АВС ,  меньше, 
а  не  больше  /ЛВС.  С.тѣдов.  невозможно  допустить,  чтобы 
прямая  В, А,  пошла  внутри  /АВС.  Иодобиьшъ  же  образомъ 
докажемъ,  что  прямая  І>,Аі  не  можетъ  пойти  и  внѣ  угла 
АВС,  а  потому  В,  А,  пеобходпмо  пойдетъ  но  В  А,  тогда  уголъ 
АіВіСі  совмѣстится  съ  угломъ  АВС,  н  с.тѣдов.  эти  углы  рав¬ 
ны  между  собою  (§  28). 

То,  что  сказано,  относится  ко  всякимъ  двумъ  прямымъ 
угламъ  н  показываетъ,  что  всѣ  прямые  углы  совпадаютъ  прн 
наложеніи,  а  потому  они  равны  между  собою. 

Постоянную  величину  прянаго  угла  означаютъ  буквою  й 
((Ігоіі),  подъ  которою  должно  разумѣть  число,  посаливаю¬ 
щее  сколько  заключается  въ  прямомъ  углѣ  угловъ,  приня¬ 
тыхъ  за  единицу  мѣры.  Если  за  единицу  мѣры  угловъ,  при¬ 
нятъ  уголъ  въ  Iе,  то  сі— 90°. 

Всякій  уголъ,  меньшій  нрямаго  угла,  называется  острымъ 
угломъ,  а  большій  прянаго — тупымъ  угломъ. 

Теорема  2.  Сумма  всякихъ  двух г  смежныхъ  угловъ  равна 
двумъ  щгямымъ  угламъ. 

Пусть  будутъ  /  АОІ)  н  /ВОВ  (чер.  29)  неравные  смеж¬ 
ные'  угли  и ’папр.  /ЛОВ>  /ВОВ;  требуется  доказать,  что 
/АОЪ  +  /ВОВ=2(1. 

Доказ.  Проведемъ  чрезъ  точку  О  прямую  ОС,  образую- 


Чер.  38. 
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Ч«р.  20. 


щуто  съ  прямой  АВ  равные  смежные  углы  (т.  е.  прямые); 

эта  линія  раздѣлитъ  ббльшій  уголъ  на  два 
угла  / АОС  п  /С 01),  такъ  что: 

/АОВ  +  /ВОІ):=/АОС+ 

+  /СОТ)+/ВОІ). 

По  А  АОС  прямой  и  сумма  /СОП-+-/  ВОТ) 
составляетъ  тоже  прямой.  Слѣдовательно 
(акс.  7)  /АОР  +  /ВОО=2<Т,  что  и  трс- 
бовалоеь  доказать. 

Теорема  3,  обр.  Если  сумма  двухъ  угловъ  равна  двумъ 
прямымъ  угламъ,  то  изъ  такихъ  угловъ  можно  составитъ 
смежные. 


Пумъ  дано,  что  сумма  /АВС-|-  /КЬМ=;?(І  (чер.  30), 
и  требуется  доказать,  что  нкъ  этихъ  уг¬ 
ловъ  можпо  составить  смежные. 

Доков.  Продолжимъ  пряную  АВ  по 
направленію  ВН  н  составимъ  А  С  ВХ 
смежный  /АВС,  тогда  по  теоремѣ  2-й: 
/  АВС4-/СВК— 2(1,  а  по  условію  зада¬ 
нія:  /  АВС +  / КЬМ-—  2(І;слѣдов.  (акс.  1) 
/АВС  +  /СВК  =  /  АВС  +  /КЬМ, 

Ъ'б- - Л  или  (акс.  2)  /СВН=/КЬМ.  Если  же 

/  СВ2^=  /  КЬМ,  то  эти  углы  совмѣстят¬ 
ся  при  наложеніи  другъ  па  друга  (§  28),  а  потому /КЬМ, 
принявъ  положеніе /С ВИ,  составитъ  съ' угломъ  АВС  смеж¬ 
ный  уголъ,  что  и  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе  і.  Если  два  угла,  которыхъ  сумма  равна  2сГ, 
■имѣютъ  общую  сторону,  общую  вершину  и  притомъ  одинъ 
ую.п  не  лежитъ  внутри  другаго,  то  двѣ  другія  стороны 
этилъ  угловъ  составляютъ  одну  прямую. 


Слѣдствіе  2.  Если  изъ  точки  А,  взятой  на  прямой  01) 
ч*!>.  31.  (чер.  31),  проведем  по  одну  сто¬ 

рону  СЕ  нѣеко.п ко  прямыхъ  АЕ, 
А6,  АЬ,  АК,  то  составятся  углы 
/ПАЕ,  /ЕЛО,  /СЛЬ,  /ЬАК  и 
/КАС,  сумма  которыхъ  равна 
О  двумъ  прямымъ  угламъ,  потому  что 
эту  сумму  иожііо  замѣнить  суммой 


\ 


двухъ  сліежпмхъ  угловъ. 

Слѣдствіе  3.  Если  изъ  точки  А  (чер.  32)  плоско  с  та  по¬ 
ведемъ  нѣсколько  прямыхъ,  то  составятся  при  точкѣ  А 
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*ш,,  «ши  пшрых,  «  Это  «*»•«“ 

если  чрезъ  точку  А  проведемъ  какую  пи- 
будь  прямую  Р(}. 

^  33.  Изъ  четырехъ  угломъ,  образуе¬ 
мыхъ  двумя  пересѣкающимися  прямым 
АВ  и  СІ)  (чер.  33)  каждые  два  угла  /  СОВ 
и  ^АОІ)  «ли  два  угла  /  АОС  и  /1)(Ж  . 

имѣютъ  общую  вершину  О  и  стороны  од-  \ 

кого  служатъ  продолженіемъ  сторонъ  дру-  ,,, 

гаго.  Такіе  углы  наливаю  гея  вертикальными  углами.  С.іідов. 
вертикальными  углами  называются  уг¬ 
лы.  у  которых*  общим  вершина  и  сто¬ 
роны  одного  служатъ  продолженіемъ 
сторонъ  другаго. 

Теоімчіа  1.  Вертикальные  і рлы  рав¬ 
ны  между  собою.  Докажемъ,  что  /СОВ=/А()В. 

Іпказ  Углы  СОВ  и  СОА  суть  смежные,  слѣдов.  (§32, 
тео'р.  2)  /  СОВ+  /  СОА=2(Г;  такимъ  же  образомъ: 
/АОІ)—  /СОА=2й;  откуда  (акс.  1) 

/  СОВ-Ь  /  СОА  =  /  А 01)  +  /  СОА,  млн  (акс.  2) 

^СОВ=/АОВ,  что  а  требовалось  доказалъ. 

Подобнымъ  же  образомъ  докажется,  что  в  /  АОС=  /  ВОВ. 

Теорема.  2,  обр.  Если  два  угла  равны,  то  изъ  нихъ 

можно  составить  верти¬ 
кальные  углы.  Пусть  (чер. 

34)  /  АОВ=/ А,0,В,,и 
требуется  доказать,  что 

азъ  этихъ  угловъ  можно  ( 

составить  вертикальные.  »'  ’■  А>  и‘ 

Жоказ.  Если  продолжимъ  стороны  /  ЛОВ,  то  составится 
/КОЬ  вертикальный  /ЛОВ  п,  значитъ,  равный  ему  (мор. 
1)  т  е  /  КОЬ=  /  АОВ;  но,  по  условію,  /  А.О.В,—  /  А»  >ь, 
слѣдоват.  (акс.  1)  /  КОЬ=  /  А.О.В,;  а  потому,  если  нало¬ 
жимъ  /Л.О.П,  па  /КОЬ,  то  эти  углы  совмѣстятся (§  28), 
причемъ  /А,0,В1  составитъ  вертикальный  уголъ  съ  /  Айв, 
что  и  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе.  Если  два  равныхъ  угла  имѣютъ  общую  вер¬ 
шину,  Лея.  стороны  илъ  лежатъ  въ  одной  прямой  и  при¬ 
томъ  двѣ  другія  стороны  лежат*  по  разнымъ  сторонамъ 
этой  прямой,  то  «  эти  послѣднія  двѣ  стороны  состав¬ 
ляютъ  также  одну  прямую. 


Чер.  34. 

К 


Чор.  33. 


О" 


Чер.  32- 
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Прямыя  и<‘риенднку.іл|шыіі  н  ная.юпныя. 

§  34.  Когда  двѣ  прямыя  пересѣкаются  и  одинъ  изъ  4-хъ 
угловъ,  образуемыхъ  ими.  прямой,  то  каждый  изъ  осталь¬ 
ныхъ  3-хъ  угловъ  тоже  прямой,  такъ  какъ  прямымъ  угломъ 
называется  одинъ  изъ  двухъ  равныхъ  смежныхъ  (§  32). 
Прямыя,  пересѣкающіяся  подъ  прямыми  углами,  называются 
перпендикулярными  другъ  къ  другу.  Такимъ  образомъ,  дш 
пересѣкающіяся  прямыя  называются  п ерпенд а куля]тным и 
(реікіеге — висѣть)  другъ  къ  другу,  сс.ги  образуютъ  своимъ 
пересѣченіемъ  четыре  прямыхъ  угла.  Напр.  если  углы  (чер. 
Чер.  85.  35)  АОС,  СОВ,  ВОІ)  и  АОІ)  прямые,  то 

А  В  перпендикулярна  къ  СІ)  н,  обратно, 
/Е  СІ)  перпендикулярна  АВ;  ото  означаютъ 

( _ |)  такъ:  АВхСВ  или  СВХАВ. 

У/>  и  Нерпендикулярпая  прямая  линія  часто 

к  х  называется  просто  пер  пенс  икуляром  ъ ,  осо- 

15  беино  когда  говорится  ие  о  всей  пер¬ 

пендикулярной  прямой,  а  только  о  части  ея  АО,  лежащей 
по  одну  сторону  прямой  СІ).  Въ  атомъ  случаѣ  точка  встрѣ¬ 
чи  0  прямыхъ  называется  основаніемъ  перпендикуляра  АО. 

Если  двѣ  пересѣкающіяся  прямыя  пс  перпендикулярны  другъ 
къ  другу,  то  онѣ  навиваются  наклонными  прямыми.  Ыапр.  АВ 
наклонная  къ  КГ.  Когда  говорится  не  о  всей  наклонной  АВ, 
а  только  о  части  ея,  ыапр.  АО,  то  точка  О  называется 
основаніемъ  наклонной  АО. 

§  35.  Если  требуется  чрезъ  какую  нибудь  точку  прямой 
Чер.  же.  СІ)  (чер.  36),  напр.  чрезъ  точку  О,  нро- 

А  вести  перпендикуляръ  АО  съ  СВ,  то 

говорятъ:  изъ  точки  О  возставишь  пер - 
пендикуляръ  ісъ  СІ). 

'Георгий  I.  Чрезъ  точку,  взятую  на 
С  <Г  о  прямой,  можно  провести  только  одну 

линію  перпендикулярную  къ  этой  прямой,  или,  можно  воз¬ 
ставитъ  томно  одинъ  перпендикуляръ  къ  прямой. 

Пусть  дала  прямая  СГ)  (чер.  35)  и  точка  О  на  этой  пря¬ 
мой;  требуется  доказать,  что  чрезъ  эту  точку  можно  про¬ 
вести  только  о, хну  прямую  перпендикулярную  къ  СІ). 

Доказ.  Если  АВХСВ,  то  всѣ  углы,  образуемые  пересѣ¬ 
ченіемъ  этихъ  двухъ  прямыхъ, — прямые.  Всякая  другая  пря- 
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мая.  которая  проходить  черезъ  точку  О,  напр.  прямая  ЕГ,. 
не  составитъ  съ  прямой  СІ)  прямыхъ  угловъ,  потому  что 
X  Е01)<  X  АОІ)  (акс.  8),  т.  е.  /ЕОІ)  острый,  и  слѣдов. 
прямая  ЕГ  пе  будетъ  перпендикулярная,  а  будетъ  наклон¬ 
ная  къ  СВ. 

Теорема  2.  Всякая  точка  перпендикуляра,  оозстаалем- 
нахо  изъ  средины  прямой,  находится  въ  росномъ  разстоя¬ 
ніи  отъ  обоихъ  концовъ  прямой,. 

Пусть  дана  прямая  АВ  (чер.  37)  и  чрезъ  средину  ея  О 
проведена  прямая  СВХАВ;  требуется  до¬ 
казать,  что  всякая  точка  1,  взятая  гдѣ 
нибудь  на  СВ,  находится  въ  равномъ  раз¬ 
стояніи  отъ  точекъ  А  и  В,  т.  е. ,  что  ІА— ІВ. 

Доказ.  Перегнемъ  всю  плоскость  по 
прямой  СВ  и  наложимъ  одну  часть  пло-  ^ ^ 
скости  на  другую,  напр.  правую  на  ‘  о 
лѣвѵю.  При  этомъ  прямая  СІ)  и  точки  О 
н  I  останутся  неподвижными;  прямая  ОБ 
пойдетъ  ио  прямой  ОА,  потому  что  X  ВОС=  и 

=  Х  СОА  0;  32,  теор.  1),  точка  В  упадетъ  въ  точку  А, 
потому  что  ОВ=ОА,  и  слѣдов.  концы  прямой  ІВ  совмѣ¬ 
стятся  съ  концами  прямой  ІА.  Значитъ  вся  прямая  ІВ  сов¬ 
мѣстится  съ  ІА  (§13,  теор.  1),  и  слѣдов.  ІА=1В  (§  14), 
что  и  требовалось  доказать. 

Теорема  3-  Всякая  точка,  которая  не  лежитъ  напе2і- 
пендиху.іярѣ,  воіеяшленномъ  изъ  средины  примой,  не 
находится  въ  равномъ  разстояніи  отъ  концовъ  прямой ,  а 
ближе  къ  тому  азъ  двухъ  концовъ,  на  сторонѣ  которою 
отъ  перпендикуляра  лежитъ  точка. 

Пусть  О  есть  средина  АВ  (чер.  38)  и  СВХАВ:  требует¬ 
ся  доказать,  что  всякая  точка,  напр.  Чер.  зз. 
точка  I,  которая  не  лежитъ  на  СВ,  бди-  с 

асе  къ  В,  тѣмъ  къ  А,  т.  е.,  что  ІВсІА.  5 

Доказ.  Означимъ  буквою  О  точку  пе-  ...--"Г 

ресѣчснія  АІ  съ  СІ)  н  соединимъ  О  съ  \ 

В  прямою  О  В.  Кратчайшее  разстояніе  л  "  - - 

между  точками  I  и  В  есть  прямая  ІВ 
(3  13,  теор.  2,  слѣд.),  слѣдовательно 
1В<Ш4-6В.  Но  точка  6  лежитъ  па  нер-  о 

пендикулярѣ,  возставленномъ  нзъ  средины  АВ,  н,  по  пре¬ 
дыдущей  теоремѣ,  ОВ=ОА,  а  потому  (акс.  7):  1В<Ш-+-ОЛ., 
ндн  ІВ<ІА,  что  н  требовалось  доказать. 
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Слѣдствіе.  Изъ  двухъ  послѣднихъ  теоремъ  слѣдуетъ,  что 
■■голый»  точки,  лежащія  па  перпендикулярѣ,  возставленномъ 
изъ  средний  пряной  АВ.  находятся  въ  равномъ  разстояніи 
отъ  А  н  В,  а  потому  говорятъ,  что  перпендикуляръ,  воз- 
с.пшвлечный  изъ  средины  прямой,  соединяющей  двѣ  дан¬ 
ныя  точки,  есть  мѣсто  всѣхъ  точекъ,  изъ  которыхъ  каж¬ 
дая  лежитъ  съ  равномъ  разстояніи  отъ  двухъ  данныхъ 
точек в. 

Задача  і.  Изъ  средины  прямой  АВ  (чер.  39)  возста¬ 
вить  перпендикуляръ  къ  этой  прямой. 

Рѣт.  Опишемъ  изъ  точекъ  А  и  В, 
кикъ  центровъ,  радіусомъ  произволь¬ 
нымъ.  но  большимъ  половины  АВ  двѣ 
дуга  вверхъ  и  тѣмъ  же  радіусомъ  двѣ 
дуги  внизъ  (или  другимъ  радіусомъ 
вверхъ  или  внизъ)  и  соединимъ  точ¬ 
ки  ихъ  пересѣченія  К  и  Ь  прямою 
КЪ,  которая  и  будетъ  перпендикуля¬ 
ромъ,  возставленнымъ  изъ  средины  АВ, 
потому  что  точки  Іѵ  н  1.  находятся  въ 
[типомъ  разстояніи  отъ  А  и  В,  а  слѣ¬ 
довательно,  но  доказанной  теоремѣ,  лежатъ  ші  перпендику¬ 
лярѣ,  возставленномъ  изъ  средним  А  В. 

Задачи  2-  Жонсчніро  прямую  АВ  раздѣлить  пополамъ. 
Рѣт.  Поступимъ  такъ  же,  какъ  въ  задачѣ  1-ой:  тогда  точ¬ 
ка  пересѣченія  О  прямыхъ  АВ  и  КЬ  будетъ  искомая,  по¬ 
тому  что  точки  К  и  Ь  принадлежать  перпендикуляру, про¬ 
ходящему  чрезъ  средину  А  В. 

Задача  3-  Изъ  какой  нибугіь  точки  О  прямой  ХУ 
,Івр  40  (чер.  40)  возставить  перпен- 

В  а  дику.іяръ  къ  прямой. 

х  '  ^  т  Рѣт  .  Отложимъ  отъ  точки 

О  двѣ  произвольныя  и  рай  шля 

прямыя  ОА  и  ОВ;  тогда  вопросъ  сводится  къ  задачѣ  1. 

§  36.  Если  требуется  чревъ  точку,  взятую  внѣ  данной 
прямой,  провести  прямую  перпендикулярную  къ  данной,  то 
говорятъ:  изъ  точки  опустить  перпендикуляръ  на  прямую. 

Теврсма.  Чрезъ  точку,  взятую  внѣ  прямой,  можно  щю ве¬ 
сти  только  о-дну  линію  пер пенд анулярную  къ  прямой,  ил-п 
можно  опустить  только  одинъ  перпендикуляръ  на  прямую. 

Пусть  дана  пряном  ОТ)  (черт.  41)  и  точка  А  внѣ  иря- 
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мой:  требуется  доказать,  что  чрезъ  точку  А  можно  прове¬ 
сти  только  одну  линію  перпендикулярную  къ  СВ. 

Доказ.  Замѣтимъ  предварительно,  что 
если  АВА  СВ,  то  АА0В=^1В0В 
(§  34);  а  потому,  если  перегнемъ  плос¬ 
кость  по  прямой  СВ  такъ,  что  нало¬ 
жимъ  одну  половину  ея  па  другую  (наир, 
верхнюю  на  нижнюю),  то  О  А  пой¬ 
детъ  но  своему  продолженію  ОВ,  при¬ 
чемъ  всякая  точка,  гдѣ  ннбудь  взятая  на 
АВ  въ  верхней  плоскости,  наир,  точка 
б,  упадетъ  на  туже  безконечную  линію 
АВ,  наир,  въ  точку  ,Г  въ  ппжней  части  плоскости.  Теперь 
докажемъ,  что  чреаъ  точку  А  (черт.  42)  можно  провести  толь¬ 
ко  одну  прямую  перпендикулярную  къ  СО.  Чвр.  42 
Но  условію  линія,  перпендикулярная  къ  СВ,  А 

должна  пройти  чрезъ  точку  А;  а  но  вышеска¬ 
занному  опа  должна  пройти  и  чрезъ  точку 

А  ,  въ  которую  упадетъ  точка  А,  если  мы  с - -о 

верхнюю  часть  плоскости  наложимъ  на  ниж¬ 
нюю.  Притомъ  перпендикулярная  должна  быть 
прямая,  а  чрезъ  двѣ  точки  А  и  А,  нель¬ 
зя  провести  болѣе  одной  прямой  (і;  12),  и  слѣдовательно  нель- 
зя  чрезъ  точку,  взятую  внѣ  данной  прямой,  провести  болѣе 
одной  прямой  перпендикулярной  къ  данной. 

§  37.  Длиною  перпендикуляра,  опущеннаго  изъ  точки  А 
(чер.  43)  на  прямую  СВ,  называется  разстояніе  точки  А  отъ 
прямой  СВ  по  перпенди¬ 
кулярной  линіи,  проведен¬ 
ной  чрезъ  А  къ  СВ,  т.  с., 
длина  АО.  Длиною  наклон¬ 
ной  АС  называется  раз¬ 
стояніе  точки  А  до  прямой 
СВ  по  наклонной  линія, 
т.  е.,  длина  АК. 

Разстояніе  КО  отъ  осно¬ 
ванія  перпендикуляра  до 
основанія  наклонной  называется  проложетемг  (проекціей— 
рі^ееііо)  длины  АК  наклонной  на  пряную  СВ.  Вообще,  по¬ 
ложеніемъ  конечной  прямой,  напр.  МЫ,  па  какую  ннбудь 
прямую  СВ  называется  разстояніе  Р($  между  основаніями  нер- 
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псндикуляровъ ,  опущепныхъ  пзъ  концовъ  М  и  N  конечной 
прямой  на  прямую  СВ. 

Теорема.  Кратчайшее  разстояніе  точки  отъ  прямой 
есть  длина  перпендикуляра,  опущеннаго  илъ  точки  на  прямую. 

Пусть  будетъ  ОВ  (чср.  44)  длина  перпендикуляра,  опу¬ 
щеннаго  и:іъ  точки  О  на  ЕМ;  ОС 
длина  какой  пн  будь  наклонной,  про¬ 
веденной  чрезъ  точку  О;  требует¬ 
ся  доказать,  что  ОВсОС. 

Доказ.  Отложимъ  на  продолже¬ 
ніи  ВО  длину  ВЕ  равную  ВО  и 
точку  К  соединимъ  съ  точкою  С 
прямою  ЕС.  Кратчайшее  разстоя¬ 
ніе  между  двумя  точками  О  и  К 
есть  прямая,  соединяющая  эти  точ¬ 
ки^  13,елѣд.)  и  слѣдовательно:  ОЕ<ОС-+-СК.  НоОС=СЕ, 
потому  что  ЬМ  есть  перпендикуляръ,  возставленный  изъ  сре¬ 
дины  прямой  ОЕ,  п  точка  С  этого  перпендикуляр  находит¬ 
ся  въ  рамномъ  разстояніи  отъ  точекъ  О  и  К,  концовъ  пря¬ 
мой  ОЕ  (§  35,  теор.  2).  Такимъ  образомъ  0С  +  СЕ=20С; 
притомъ  0Е=20В,  и  слѣдов.  20В<20С,  а  потому  и  ОВсОСГ 
(акс.  5),  что  и  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе.  Такъ  какъ  изъ  точки,  взятой  внѣ  прямой,  мож¬ 
но  опустить  только  одинъ  перпендикуляръ  на  пряную  (§  36), 
то,  значитъ,  существуете  только  одно  кратчайшее  разстоя¬ 
ніе  точки  отъ  прямой  линіи,  а  именно — длина  перпендику¬ 
ляра,  опущеннаго  изъ  точки  на  прямую. 

Если  говорятъ:  разстояніе  точки  отъ  прямой,  то  должно 
разумѣть  кратчайшее  разстояніе,  пли  длину  перпендикуляра.. 

Задача.  Изъ  точки  А,  лежащей  внѣ  прямой,  СВ,  опу¬ 
стить  перпендикуляръ  на  СВ  (чер.  45). 

7 Изъ  точки  А,  какъ  центра, 
произвольнымъ  радіусомъ,  но  толь¬ 
ко  большимъ  разстоянія  точки  А  отъ 
прямой,  опишемъ  дугу,  которая  пере¬ 
сѣчетъ  прямую  СВ  въ  двухъ  точкахъ 
Е  и  11.  Принимая  эти  точки  за  цент¬ 
ры,  тѣмъ  же  самымъ  радіусомъ  внизъ , 
или  другимъ  радіусомъ  вверхъ  или 
внизъ,  опишемъ  двѣ  дуги;  чревъ  точку  ихъ  пересѣченія  К 
и  чрезъ  точку  А  проведемъ  прямую,  которая  будетъ  иско- 
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мая  потому  что  точки  А  и  К  находятся  въ  равномъ  раз¬ 
стояніи  отъ  I,  п  М,  а  слѣдов.  принадлежатъ  перпендикуля¬ 
ру  возставленному  изъ  средины  ЬМ  (§  35,  слѣд.І. 

§  38.  Если  изъ  точки,  взятой  внѣ  прямой,  опустимъ  па 
прямую  перпендикуляръ  и  проведемъ  къ  ией  наклонныя,  то. 

’Гоерсиа  I.  Наклонныя,  которыхъ  проложенія  равны,  имѣ- 
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к> тг  ратую  длину. 

Пусть  А  В  есть  перпендикуляръ,  опущенный  изъ  точки  А 
на  С  В  (чер.  46),  н  дано,  что  ВК=ВЬ; 
требуется  доказать ,  это  АК=тАЬ. 

Доказ.  Перпендикуляръ  АВ  прохо¬ 
дитъ  чрезъ  средину  КЬ,  и  слѣдов.  точ¬ 
ка  А  находится  въ  рапномъ  разстояніи 
отъ  точекъ  К  и  Ь(§  35),  т.  е.,ЛКт=АЬ. 

Теврсча  2.  Обр.  Наклонныя  равной 
длины  имѣютъ  равныя  проложенія. 

Дано  АК=АЬ  н  требуется  доказать, 
что  ВК=ВЬ. 

Доказ.  Если  изъ  средины  прямой  К1 
дикуляръ.  то  онъ  пройдетъ  чрезъ  точку  А,  потому  что  АК== 
АВ  (§  35).  Слѣдовательно  перпендикуляръ  этотъ  есть  АВ 
(К  зт  и  точка  В  лежать  па  срединѣ  КЬ,  что  н  требовалось 
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СдѣДСТВІС.  Изъ  точки,  взятой  внѣ  прямой,  нельзя  про¬ 
вести  болѣе  двухъ  наклонныхъ  равной  длины. 

Теорема  3.  Изъ  двухъ  наклонныхъ  та,  которой  проло- 
зюеміе  больше,  длиннѣе. 

Пусть  дано  ВК>ВЬ  (чер.  47)  и  требуется  доказать,  что 


АК>АЬ. 

Доказ.  Если  изъ  средины  О  пря¬ 
мой  КВ  возставимъ  къ  ней  пер¬ 
пендикуляръ  06,  то,  по  теор.  3 
§35,  имѣемъ  АК>АВ,  что  а  тре¬ 
бовалось  доказать. 

Теорема  4,  обр.  Изъ  деухъ  на¬ 
клонныхъ  та,  которая  длиннѣе, 
имѣетъ  большее  проложеніе. 

Пусть  дано  АК>АЬ  и  требует- 
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ся  доказать,  что  ВК>ВЬ. 

Доказ.  ВК  не  можетъ  быть  равно  ВЕ,  потому  что  тогда  и  АК 
■была  бы  равна  АЬ  (теор.  1).  ВК  не  можетъ  бить  меньше 
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ВІІ,  потому  что  тогда  и  ЛК  была  бы  меньше  ВЪ  (теор.  3). 
Если  же  ВК  пе  равна  н  не  меньше  ВЬ,тоВК>ВЬ  (акс.  9), 
что  и  требовалось  докапать. 

§  39.  Равнодѣлящею  угла  или  Сисекторсмг  угла  (Ы.«ес- 
4ог)  называется  прямая,  проходящая  чрезъ  вершину  и  дѣля¬ 
щая  уголъ  пополамъ. 

*  Теорема.  Раонодѣлягція  смежныхъ  угловъ  перпендикуляр¬ 
ны  другъ  къ  другу. 

/СВБ  (чер.  48)  суть  смежные  углы, 
прямая  ВК  дѣлить  /  АВС  пополамъ; 
прямая  ВЬ  дѣлитъ  /СВТ)  пополамъ. 
Требуется  доказать, что  ВК_1_ВЬ,  т.  е., 
что  /  КВЪ  прямой. 

Доказ.  /  АВС  +  /  СВП  =  Ы 
(§  32,  теор.  2),  по 
2  АВС  =  /  АВК4-/КВС=2/КВС, 
такъ  какъ  по  условію  ВК  дѣлить 
/  \ВС  пополамъ.  Такнмъ  аи*  образомъ  /  СВВ  —  2  /  СВЬ  и 
слѣдов.  (акс.  7)  2/КВС+2/СВЬ=2<?  или  2  КВЬ=2<Гили 
(акс.  4)  /КВЬ— (?,  ЧТО  И  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе.  Раено дѣлящія  четырехъ  уиоеъ,  образуемыхъ 


двумя  переезжающимися  прямыми,  составляютъ  двѣ  пря¬ 
мыя  перпендикулярныя  другъ  къ  другу. 

$40.  Теврсма  I.  Всякая  точка,  лежащая  на  одгюй  изграено- 
дѣлящихъ  угловъ  двухъ  пересѣкающихся  прямыхъ,  находит¬ 
ся  оі  равномъ  разстояніи  отъ  этихъ  прямыхъ. 

Пусть  даны  двѣ  пересѣкающіяся  прямыя  АВ  п  СІ)  (чер. 
49);  прямыя  ЕР  и  6Н  суть  равнодѣлящія  угловъ;  требует¬ 
ся 'доказать,  что  если  изъ  какой  нибудь  точки  одной  изъ 
гвухъ равнодѣляшяхъ,  наяр.  изъ  точки  Г  рявнодѣлящей  ОН, 

опустимъ  перпендикуляры  ІК 
и  ІВ  па  прямыя  АВ  и  СВ, 
то  длины  этихъ  перпендику¬ 
ляровъ  равны,  т.  е.  ІК— ІЬ. 

Доказ.  Прямая  ПО  есть 
равнодѣлящая  /  АОС  и  слѣ¬ 
дов.  /  А06=  /  С06,  а  по¬ 
тому  если  перегнемъ  чертежъ 
по  прямой  06  п  наложимъ 
/  С06  на  /  А  О  О,  то  эти 
углы,  какъ  равные,  совмѣстят¬ 
ся  (§  23).  Но  изъ  точки  I 
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можно  опустить  только  одинъ  перпендикуляръ  на  прямую  ОА 
(§  ЗС),  и  слѣдовательно  ІЬ  совмѣстятся  съ  ІК,  а  потому 
ІЬ=ІК  (§  14),  что  н  требовалось  доказать. 

Теорема  2.  Всякая  точка,  которая  не  лежитъ  на  одной 
изъ  равнодѣлящихъ  угловъ  догухъ  пересѣкающихся  прямыхъ, 
нс  находится  въ  равномъ  разстояніи  отъ  этихъ  прямыхъ , 
а  лежитъ  ближе  къ  одной,  чѣмъ  къ  другой. 

Иуеть  (чер.  60)  КГ  и  ОН  равнодѣлящій  угловъ  двухъ  пря¬ 
мыхъ  АВ  п  СІ).  Требуется  доказать,  что  длины  перпенди¬ 
куляровъ  ІЬ  и  ІК,  опущенныхъ  изъ  какой  нибудь  точки  Ь 
не  лежащей  па  ЕР  и  ОН, 
на  прямыя  АВ  и  СТ),  ие 
равны  между  собою,  т.  е. 
что  ІК  не  равна  ІЬ. 

Доказ.  Опустимъ  изъ 
точки  пересѣченія  V  пер¬ 
пендикуляра  ІК  съ  равно- 
дѣлящею  06  перпендику¬ 
ляръ  ѴМ  па  прямую  СІ); 
тогда,  по  предыдущей  тео¬ 
ремѣ,  ѴК  —  ѴМ,  такъ 
какъ  V  лежитъ  на  равно - 
дѣлящей.  Притомъ  IV-)- 
4-ѴМЯМ  (§  13,  еяѣд.) 
или  1Ѵ+ѴКЯМ  (акс.  7)  или  ІК>Ш.  Но  Ш>1Ь,  потому 
что  ІЬ  перпендикуляр  къ  СВ  и  значитъ  Ш  паклонпая  (§  37). 
Слѣдовательно  и  подавно  ІК>1Ь,  что  и  требовалось  до¬ 
казать. 

Слѣдствіе.  Изъ  двухъ  цос.гЬднихъ  теоремъ  слѣдуетъ,  что 
только  точка  равподѣлящнхъ  угловъ  двухъ  пересѣкающихся 
прямыхъ  находятся  въ  равномъ  разстояиіи  отъ  обѣихъ  пря¬ 
мыхъ,  а  потому  говорятъ,  что  равнодѣлящія  угловъ  двухъ 
пересѣкающихся  прямыхъ  суть  мѣ¬ 
ста  всѣхъ  точекъ,  находящихся  вв 
равномъ  разстояніи  отъ  этихъ 
прямыхъ. 

Задача.  Построитъ  раанодѣ- 
.иіщую  угла  В,  или  раздѣлитъ  уголъ 
1і  пополамъ  (чер.  51). 

Рѣг а.  Изъ  вершины  В,  какъ 
центра,  произвольнымъ  радіусомъ 
опишемъ  дугу  611.  Потомъ  изъ  то- 
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чекъ  6  и  Н,  какъ  центровъ,  произвольнымъ  же  радіусомъ, 
но  большимъ  половины  разстоянія  ОН,  опишемъ  двѣ  дуги  и 
точку  ихъ  пересѣченія  О  соединимъ  съ  вершиною  угла  В; 
прямая  ВО  есть  равнодѣлящая  угла  В.  Дѣйствительно,  такъ 
какъ  В0=ВНи06=0Н,  то  ВО  есть  перпендикуляръ  чрезъ 
средину  прямой  ОН  (§  35),  и  слѣдовательно  Ш  =  ІН  (§  35, 
теор.  2).  Если  же  хорды  10  и  Ш  равны,  то  и  «Ш=«Ш 
(§  22,  теор.  2),  а  потому  и  /  (ІВІ= /1 ІВІІ  (§  28,  теор.  2), 
т.  е.  ВО  есть  равнодѣдящая  /  В. 

Пряныя  и н|»п.і.іе.іь ныіі. 

§  41.  Двѣ  прямыя  линіи  называются  параллельными 
(ттар'і,  рядомъ,  наитр.мѵ,  другъ  друга)  (§26),  если  они  лежатъ 
в»  одной  плоскости  и  не.  встрѣчаются  при  своемъ  про¬ 
долженіи  въ  ту  и  въ  другую  сторону. 

Для  обозначенія  параллельности  линій  употребляется  знакъ 
||  .  Наир.  АВ  ||  СІ)  значитъ,  что  АВ  л  СО 
чер.  52.  параллельны  между  собою  (чер.  52).  Ес¬ 

ли  двѣ  прямыя,  наир.  АВ  и  СВ,  пере- 

А -  в  сѣчены  третьей  прямой  ЕЕ  (чер.  53), 

с  і,  то  линію  ЕЕ  называютъ  пересѣкающей. 

Пересѣкающая  образуетъ  съ  двумя  пря¬ 
мыми  8  угловъ,  а  именно  углы:  а,Ъ,с.І,  а',6',е'/:  этимъ 
угламъ  даютъ  три  рода  названій,  раз¬ 
сматривая  ихъ  по  два  вмѣстѣ. 

1 .  Накрестъ- лежащими  углами 
называются  четыре  пары:  ян  а';  или 
Ь  и  Ь'\  или  с  и  с';  или  I  и  Г:  при¬ 
томъ  первыя  двѣ  пари  называются 
внутренними  па  крестъ  лежащими, 
вторыя — «ншяш . 

2.  Углами  соотвѣтственными  на¬ 
зываются  пары:  I  и  или  б  и  Ь; 
иди  а  и  е\  илв  а  а  с. 

3.  Односторонними — пары:  а  в  Ъ'-,  или  а  н  Ь\  нлн  1  п 
с';  или  Г  и  с.  Притомъ,  первыя  двѣ  пары —внутренними 
односторонними,  послѣднія  двѣ  пары — внѣшними. 

§  42.  Доказательства  всѣхъ  теоремъ,  до  сихъ  поръ  изло¬ 
женныхъ,  основаны  на  аксіомахъ  §  10;  по  теорія  линій  па¬ 
раллельныхъ  и  слѣдовательно  всѣ  дальнѣйшія  теоріи,  осно¬ 
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ва-ппыя  ча  ней,  не  могутъ  быть  доказаны  безъ  новаго  по¬ 
ложенія  Старанія  геометровъ  стараго  и  новаго  времени  вы¬ 
вести  всѣ  геометрическія  теоремы  независимо  отъ  новаго 
положенія  остались  безъ  успѣха.  :>то  объясняется  тѣмъ, 
что  истины  §  1  о  выведены  изъ  наблюденій  надъ  конечными 
величинами  и  относятся  только  къ  послѣднимъ;  въ  началь¬ 
ной  же  геометріи  изучаются  углы,  т.  е.  безконечныя  части 
плоскости,  и  примѣненіе  къ  послѣднимъ  аксіомъ,  справед¬ 
ливость  которыхъ  для  величинъ  безконечныхъ  ничѣмъ  нс 
подтверждена,  часто  приводитъ  къ  ложнымъ  выводамъ,  Стро¬ 
ченіе  вывести  псѣ  свойства  угловъ  независимо  ни  отъ  ка¬ 
кого  положенія  равносильно  стремленію  построить  теорію 
безъ  всякихъ  данныхъ.  Такимъ  образомъ  остается  только 
сдѣлать  выборъ  истины,  которая  будетъ  служить  основані¬ 
емъ  дальнѣйшему  ученію;  за  такую  истину  мы  будемъ  при¬ 
нимать  слѣдующую: 

\кеіема  И.  Большій  уго.п  не  мозюетъ  заключаться  вну¬ 
три  меньшаго.  Такъ,  внутри  не¬ 
опредѣленной  части  плоскости  А 150 
(чер.  54)  можетъ  помѣщаться  толь¬ 
ко  уголъ  или  равный  данному, какъ 
щшр.  /  ЛіН1С1 ,  или  меньшій  дан¬ 
наго,  но  не  большій  его. 

Р8.  Эту  аксіому  не  должно  считать 
слѣдствіемъ  аксіомы  8  (§10),  такъ  в 
какъ  послѣдняя  относится  только  къ  величинамъ  конечнымъ. 

§  43.  Теорема  1.  Двѣ  прямыя  линіи,  перпендикулярныя, 
кг  третьей  прямой,  параллельны  меж¬ 
ду  собою.  Пусть  дано  АВ±ЕГ  и  СО  А.  ЕР ; 
требуется  доказать,  что  АВ  ||  СІ)  (чер.  55). 

Дохаз.  Если  предположимъ,  что  АВ  не 
параллельна  СІ),  то  эти  двѣ  лииііі  встрѣ¬ 
тятся  между  собою  въ  какой  ннбудь  точ- 
кѣ  и  тогда  чрезъ  эту  точку  буду  тъ  про¬ 
ходить  двѣ  лиши,  перпендикулярныя  къ 
ЕЕ,  что  невозможно  (§  ЗГ>).  Слѣдов. 

А  В  и  СВ  встрѣтиться  пе  могутъ,  ано- 
тому  онѣ  параллельны  между  собою. 

Теорема  2,  обр.  Если  двѣ  прямыя  линіи  параллельны 
между  собою ,  то  всякая  третья  прямая,  перпендикуляр¬ 
ная  къ  одной  изъ  нихъ,  перпендикулярна  и  къ  другой. 

я 
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Пусть  дано  АВ  ||  СП  и  КЕІ.АВ;  требуется  доказать,  что 
ЕЕ  А  СП. 

Доказ.  Если  предположимъ,  что  ЕР  наклонна  кт,  СП,  то 
смежные  углы:  /  ОДЕ  и  ^  1)С*Е  не  равны  между  собою  и 
слѣдов.  одинъ  ивъ  этихъ  угловъ  больше,  а  другой  меньше 
прянаго,  такъ  какъ  ихъ  сумма=2еГ  ($  32,  теор.  2).  Поло¬ 
жимъ,  напр. ,  что  /  СОР  больше  прямого;  то,  такъ  какъ  I  АРЕ 
прямой,  значитъ  /  ОДЕ>  /  АРР.  Но  углы  ОДЕ  и  АРЕ 
имѣютъ  общую  сторону  РР  и  двѣ  другія  стороны  ихъ  РА 
н  ПС  по  условію  параллельны,  т.  е.  уголъ  ОДР  будетъ  по¬ 
стоянно  лежатъ  внутри  угла  АРР  еколысо  бы  мы  ни  про¬ 
должали  стороны  этихъ  угловъ,  а  потому  невозможно  до¬ 
пустить,  чтобы  /_  ОДР  былъ  больше  /  АРР  (>;  42,  аксіо¬ 
ма  11).  Слѣдов.  невозможно  допуститъ,  что  ЕР  наклонна 
къ  СП,  а  потому  ЕР  перпендикулярна  къ  СП,  что  и  тре¬ 
бовалось  доказать. 

Слѣдствіе  1  Чрезъ  точку,  взятую  внѣ  прямой,  можно 
провести  только  одну  прямую,  параллельную  данной  пря¬ 


мой.  Дѣйствительно,  если  предположимъ,  что  чрезъ  точку 
А  (чер.  56)  проведены  двѣ  лниін 
АВ  и  АК,  параллельныя  прямой 
СИ,  то  каждая  изъ  этихъ  двухъ 
линій  будетъ,  по  доказанной  тео¬ 
ремѣ  ,  перпендикулярна  кълннін  А  И , 
перпендикуляр  у ,  опущенному  изъ 
точки  А  на  СП,  что  невозможно  (§  35, теор.  I). 

СЛѢДСТВІЙ  2.  Двѣ  прямыя,  параллельныя  третьей,  па- 
раллемны  между  собой.  Дѣйстви¬ 
тельно.  если  бы  эти  днѣ  прямыя 
(чер.  57)  АВ  и  СП, параллельныя  КГ, 
встрѣтились  въ  какой  ннбудь  точкѣ 
О,  то  чрезъ  эту  точку  проходили  бы 
двѣ  прямыя  линіи,  параллс-іыіын  ЕЕ, 
что  противно  1-му  слѣдствію. 
Теорема  8.  Двѣ  прямыя  параллельны,  ес.іи  онѣ  образу¬ 
ютъ  съ  пересѣкающей  ихъ  прямой  равные  никуестй  м- 
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жащіе  углы . 

Положимъ  (чер.  58),  что  АВ  и  СП  пересѣчены  прямой 
ОЕ  въ  течкахъ  I’  н  (*  и  что  внутренніе  накрестъ  лежащіе 
углы,  наир,  а  н  а,  равны  между  собою;  требуется  доказать, 
что  АВ  ||  СП. 


—  35  — 
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Токая.  Предварительно  замѣтимъ,  что  при  а— а'  будетъ  н 
Ь=Ь',  потому  что  «4-5— 2с^  и  и +Ъ  —  ЪЛ  (§  3-,  теор.  -)г 
откуда  а + Ь=а' + V 
(акс.  I),  или  Ъ  =  Ѵ 
(акс.  2).  Теперь 
предположимъ,  что 

прямыя  АВ  и  СП  при  - ;т; -  — - . 

продолженіи  гдѣ  пи-  Е,.-"  ,  / 

будь  встрѣчаются, 
ншір.  съ  лѣвой  сто- 
роим  сѣкущей  СЕ 

2Г“теѴ«  лѣвую  сторону  6Е  чрезъ  концы  отрѣзка 
РІ*  будутъ  проходить  двѣ  прямыя:  одна  РА,  обРаа^И 
уголъ  «,  п  дртгая  <}С,  образующая  уголъ  Ь  съ  отрѣзкомъ 
і>0  и  эти  двѣ  прямыя  будутъ  пересѣкаться  слѣва  отъ  61 
и;  точкѣ  Е.  Но  съ  правой  стороны  отъ  сѣкущей  (.1 
чрезъ,  концы  того  же  отрѣзка  14*  проходятъ  тоже  двѣ 
прямыя:  одна  (*!>,  образующая  съ  отрѣзамъ  у іо.тъ  «, 
равный,  по  условію,  углу  а,  и  ЯРУ™  1 1!-  обра.пющан 
съ  отрѣзкомъ  уголъ  Ь,  равный,  по  выше  сказанному,  >  л. 
//.  Если  первыя  двѣ  прямыя  пересѣкаются  съ  лѣвой  сгоре¬ 
ли  отъ  Г.Е,  то  И  двѣ  вторыя  прямыя  <Д>  >  ГВ  тоже  пе 
ресѣкѵтся  съ  правой  стороны  отъ  ОЕ,  напр.  въ 
точкѣ”  К\  такъ  какъ  онѣ  исходятъ  ч]>сзъ  концы  того  ^кс 
отрѣзка  РО  и  образуютъ  съ  нимъ  тѣже  самые  углы  а  <<• 
„  \=Ь'.  Таким ъ  образомъ,  если  допустимъ,  что  прямыя  АЬ 
„  СП  пересѣкаются  по  одну  сторону  сѣкущей  01- ,  то  онѣ 
необходимо  должны  перееѣчьса  и  по  другую  сторону  еа.  Ии 
Д1гЬ  „„„лея  АВ  н  СП  нс  могутъ  пересѣкаться  въ  двухъ 
точкахъ  К  н  К',  а  потому  нельзя  допустить,  чтооы  прямыя 
АВ  н  СП  гдѣ  ннбудь  встрѣтились  при  своемъ  продолженіи, 

“  I  Іо  до  б  и  ылъ'жс  образомъ  докажемъ,  что  если  вігѣшшс  па- 
гпеетъ  лежащіе  углы  равны,  то  АВ  ||  СП.  Слѣдов.  вообще 
А  В  ||  СП,  если  существует!,  одно  изъ  четырехъ  равенствъ: 
м\  а  -  (2)  Ь  =  Ь'\  (3)  с  =  с  и  (4)  1--С. 

,  “  пусть  будетъ  I  средни  я  Щ  (чар.  59),  т.  о.  "У™- 

і.т'^ОТ  Оиѵетняъ  яз  ь  точки  1  нерпвіідіікуляри  ГО  в  И  на  стороны 

™  ".г:.,  ж—,  -  «  ™; 

Д»  »у”; 


О  и  чтобы  сторона  РА  пошла  но  сторонѣ  ()0,  тогда  (ио  равенству 
угловъ)  пороча  РР  яоПдегь  ио  сторонѣ  (}Е  к  ярите  РІ  еомѣсм 
-гея  съ  01  (нотону  что  РІ=0І).  Но  чел.  точки  I  на  прямую  СІ> 
можно  онуствп.  только  одинъ  перпендикуляр?.  (§  30),  а  потому  пря¬ 
мая  И,’  пойдогь  ио  ГГ,  ирннвмь^  РШ  совмѣстится  съ  /<}ГГ,  и  слѣ¬ 
довательно  ЭТИ  два  угла  равпн  меж- 
Чер.  59.  ду  собою  (§  23).  Если  же  /  РШ= 

—  /_  С» ГГ,  то  ГГ  лежитъ  въ  одной 
прямой  пШ  (§38,тоор.2,  слѣд¬ 
ствіе).  Таити,  обраэомъ  оба  иоі>  • 
лепликуляра  составляют!,  одну  иря- 
мую  ЦТ ;  линіи  АВ  и  СВ  перпен¬ 
дикулярны  въ  этой  пряной  и  слѣ¬ 
довательно  параллельны  между  со¬ 
бою  (§  43,  теор.  I),  что  п  требова¬ 
лось  дошить. 

Теперь  докажемъ,  что  веди  какіе  выбудь  два  накрестъ  лежащіе  уг¬ 
ла  равны,  то  линіи  параллельны.  То  есть  АВ  []  СП,  если  существуетъ 
одно  изъ  4-хъ  равенствъ : 

(1)  а=а'\  (2)  Ь  =  Ь‘ (3)  с  =  е  н  (4)  1  =  1. 

Ми  доказали,  что  сели  а—а',  то  АВ  ||  СО.  Пусть  Ъ=Ъ  или  нут. 

1  =  1',  то  будетъ  в  а=а!  (какъ  смежные  первымъ)  и  слѣдовательно 
АВЦСЭ.  Вели  же  с=с\  то  н  а=а'  (какъ  вертикальные  первымъ); 
а  потому  АІ!  ||  СО. 

Т»м*|>ема  4,  оСр.  Двѣ  парал.ге.ѣкыя  прямыя,  пересѣчен¬ 
ныя  третьей,  ымімтъ  равные  напреем  г  лежащіе  углы. 

Пусть  (чер.  60)  даво:  АВ  ||  СП;  требуется  доказать, 
что  существуетъ  каждое  изъ  4-хъ  равенствъ: 

(1)  а—а';  (2 )Ь=Ь'\  (3)с— с  » 
(4)  1=1'. 

Докиі.  Положимъ,  что  одно 
изъ  4-хъ  равенствъ,  иапр.  1-е. 
несправедливо,  т.  е.  что  а  не 
равно  а',  а  папр.  а  <  и,  и  от¬ 
ложимъ  /  РОК  равный  я’,  тогда 
ио  теоремѣ  3-ей  прямыя  О  К  и 
С1)  будутъ  иарадлелыш  между 
собою,  такъ  какъ  имѣютъ  рав¬ 
ные  накрестъ  лежащіе  углы.  Но, 
по  условію,  АВ  ||  СП  н  слѣдовательно  чрезъ  точку  О,  вл- 
тую’  внѣ  прямой  СП,  будутъ  проходить  двѣ  прямыя  ОК  и 
АВ,  параллельныя  СП,  что  противно  слѣдствію  1  теоремы  2; 
а  йотом  у  уголъ  а  не  можетъ  быть  меньше  угла  и’.  Такимъ 
же  образомъ  докажемъ,  что  а  не  можетъ  быть  больше  а  , 
и  слѣдовательно  я— о’  (акс.  9). 


Чер.  60. 
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Чер.  61 . 


Совершенно  такъ  же  докажемъ,  что  Ь  —  Ь с— с  и  I  V 
и  слѣдовательно  теорема  доказана. 

Задача.  Чрезъ  пачку  А,  лежащую  внѣ  прямой 
провести  прямую,  парщиельную  СП.  (мер.  61). 

Рѣш.  Чрезъ  точку  А  проведемъ  А  Г, 
пересѣкающую  даниую  прямую  СП  подъ 
нѣкоторымъ  угломъ  АВС,  и  построимъ 
на  прямой  АВ  прн  точкѣ  А  уголъ  КАР,  с 
равный  углу  АРС  (§  28,  задача)  и  яа- 
мресть  лежащій  ему.  Прямая  ЛК  есть  искомая,  потому  что 
/_  КАР=  /  АРС  и  слѣдовательно,  по  теор  3,  прямая  А  К  |1  СП. 

Тее  реи  а  5-  Д«1»  прямыя  параллельны,  если  образуютъ 
съ  пересѣкающей  наг*  прямой  равные  соотвѣтственные  уиы. 

Тапо  (чер.  60)  одно  изъ  четырехъ  равенствъ: 

(1)  а=с;  (2)  а=с;  (3)  Ъ=б  н  (4)  1=1. 

Требуется  доказать,  что  АВ  ||  СП. 

Доказ.  Если  есть  два  равные  соотвѣтственные  угла,  то 
легко  доказать,  что  есть  п  два  равные  накрестъ  лежащіе 
угла  и  слѣдовательно,  по  теоремѣ  3-й,  АВ  ||  СП.  Такъ  по¬ 
ложимъ.  что  а=с,  то,  по  равенству  вертикальныхъ  угловъ 
(§33,  теор.  I),  имѣемъ  и  а'=с‘;  откуда  слѣдуетъ,  что  а=а 
(акс.  1).  Если  же  а=а  ,  то  но  теор.  3-ей  АВ  Ц  СП. 

Теорема  б,  обр.  Двѣ  параллельныя  прямыя,  пересѣчен¬ 
ныя  третьей,  имѣютъ  равные  соотттствеиныс  углы. 

Дано  (чер.  60)  АВ  ||  СП  и  требуется  доказать,  что  су¬ 
ществуетъ  каждое  изъ  4-хъ  равенствъ: 

(1)  а=с:  (2)  а=с;  (3)  Ъ=1  и  (4)  Ъ  =1. 

Топал.  Такъ  какъ  АВ  (|  СП,  го,  по  теоремѣ  4-іІ,  лякр«г.тъ 
лежащіе  углы  равны.  Если  же  накрестъ  лежащіе  углы  рав¬ 
ны,  то  легко  видѣть,  что  каждое  изъ  4-хъ  равенствъ  суще¬ 
ствуетъ.  Напр.  докажемъ,  что  существуетъ  (1)  равенство: 
въ  самомъ  дѣдѣ  а=а  ,  какъ  накрестъ  лежащіе  углы  (теор. 
4),  а  с=а.  какъ  вертикальные  (§  33,  теор.  1);  слѣдователь¬ 
но  а=с  (акс.  I),  что  есть  1-е  равенство. 

Теорема  7.  Двѣ  прямыя  параллельны,  есги  онѣ  образу¬ 
ютъ  а  пересѣкающей  односторонніе  уиы,  сумма  которыхъ 
составляетъ  два  прямыхъ  угла. 

Пусть  дано  одно  изъ  4-хъ  равенствъ  (чер.  60). , 
(І)а+Ъ'—2іі  (2)а' -\-Ь=Чсі;  (3)  е+Г =2Л  я  (4) с  +1— 
Требуется  доказать,  что  АВ  Ц  СП. 

Доказ.  Легко  видѣть,  что  если  существуетъ  одно  изъ  4-хъ 
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равенствъ,  то  существуетъ  и  два  равныхъ  накрестъ  лежа¬ 
щихъ  ѵгла,  н  слѣдов.  по  теор.  3-сй  АВ  ]|  СП.  Въ  салонъ 
дѣлѣ,  положимъ,  что  существуетъ  равенство  (1),  т.  о. 
а+Ъ'=2<1,  я  такъ  какъ  углы  а  и  Ь  смежные,  у і>а-\-Ъ—2й 
(§  32,  теор.  2),  откуда  слѣдуетъ  (аке.  1),  что  «-(-*>'—< °+ь< 
или  (аке.  2)  Ь=Ь' ,  т.  е.  накрестъ  лежащіе  углы  равны,  а 
потому  АВ  ||  СІ). 

Теорема  8,  Обр.  Двѣ  параллельныя  прямыя,  переегьчгн- 
ныя  третьей,  имѣютъ  односторонніе  углы,  сумма  которыхъ 
■составляетъ  >ка  прямыхъ  угла. 

Пусть  дано  АВ  ||  СП  (черт.  60)  и  требуется  доказать,  что 
существуетъ  каждое  наъ  4-хъ  равенствъ: 

(1)а  +  Ь'=2<?;  (2)  а  -^Ь=2І-ДЗ)с-\-1'=--2іІи(4.)с  -\-1—2д. 

Донял.  Если  АВ  ||  СІ),  то,  по  теор.  4,  накрестъ  лежащіе 
угли  равны.  Но  если  накреегь  лежащіе  углы  равны,  то  лег¬ 
ко  видѣть,  что  существуетъ  каждое  изъ  4-хъ  равенствъ. 
Такъ  докажемъ,  что  существуетъ  (1)  равенство:  въ  самокъ 
дѣлѣ,  Ь—Ь',  какъ  накрестъ  лежащіе;  но  а-\-Ь= Чй,  какъ 
смежные,  слѣдовательно  н  а-\-Ь  =  2(1  (акс.  7),  что  есть  равен¬ 
ство  1-е. 


Пусть  точки 
Пер  63. 


Теорема  9.  Двѣ  прямыя  параллельны,  если  двѣ  кохія 
мибудъ  точки  одной  прямой  находятся  въ  равномъ  раз¬ 
стояніи  отъ  другой  прямой,  не  проходящей  между  этими 
точками. 

р  и  У  прямой  АВ  (чер.  62)  находятся  въ 
равномъ  разстояніи  отъ  прямой  СП. 
т.  е.  пусть  длины  перпендикуляровъ 
-в  В  В  «  у8,  опущенныхъ  игъ  точекъ 
В  п  у  па  СП.  равны  между  собою 
(§37):  требуется  доказать,  что  АВ  [) 
э  ||  СП. 

Доказ.  Соединимъ  точки  Г  и  8  пря¬ 
мою  Р8  и  замѣтимъ , что  такъ  какъ,поусловію.РКи  у8  перпенди¬ 
кулярны  къ  СП  и.  значитъ,  параллельны  между  собою  (теор.  1), 
•го  угли  УЗР  иНР8,  какъ  накрестъ  лежащіе,  равны  между 
собою.  Теперь  наложимъ  уголъ  у8Р  на  уголъ  Ш’8  такъ, 
чтобы  вершина  8  упала  въ  вершину  Р  а  чтобы  прямая  8у 
пошла  по  прямой  РК,  причемъ  по  равенству  этихъ  пря¬ 
мыхъ  точка  У  упадетъ  въ  точку  11;  по  равенству  угловъ  УЗ!’ 
и  КР8  прямая  8Р  пойдетъ  но  Р8  и  точка  Р  упадетъ  въ  точ¬ 
ку  8.  Такимъ  образомъ  прямая  Ру  совмѣстится  съ  прямой 


‘ч, 

V 
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8В  (:>  13.  теор.  П,  /ЗУР  совмѣстится  съ  ^  РІ18,  а  пото¬ 
му  2  ЗУР=  2  РШЗ.  Но,  по  условію,  /РІ18  прямой,  слѣдо¬ 
вательно  н  А  ЗУ?  тоже  прямой,  т.  е.  АВ±у8.  Если  же 
двѣ  прямыя  АВ  и  СП  перпендикулярны  къ  третьей  прямой 
уЗ,  то  оиѣ  параллельны  между  собою  (теор.  1),  что  н тре¬ 
бовалось  доказать. 

Теорема  10.  обр.  Всѣ  точки  одной  изъ  двухъ  параллель¬ 
ныхъ  прямыхъ  находятся  въ  равномъ  разстояніи  от*  дру¬ 
гой  прямой. 

Пусть  (чер.  63)  АВ  ||  СП  н  требуется  доказать.  что  всѣ 
точки  АВ  находятся  въ  равномъ  разстояніи  отъ  СП,  т.  е. 
что  длины  перпендикуляровъ, 
опущенныхъ  изъ  двухъ  какихъ 
шібудь  точекъ  Р  и  У  прямой  АВ 
па  СП.  равны  между  собою,  или 
что  РВ=у8. 

Докаг.  Положимъ,  что  РК>У.З. 

Отложимъ  на  РК  отъ  точка  И 
длину  НЕ  равную  84^  и  прове- 

дсмъ  чрезъ  точки  у  и  Е  прямую  УЬ,  тогда,  по  теор.  , 
мая  уЕ  будетъ  параллельна  СП;  по  по  У«овію  АВ  |  СП  и 
слѣдовательно  чрезъ  точку  У  проходили  Д  >  Р  ’ 
папа пс іьныя  СП,  что  невозможно  (теор.  2,  слі.д.  !)»  “•■ 
ХрК  но  можетъ  быть  больше  УЗ.  Та^мъ  же  образъ 
яо кажемъ  что  РК  не  можетъ  быть  меньше  УЗ.  Если  же  1  К 
ІГГльш;  и  пи  меньше  УЗ,  то  РК  равно  У8  (акс.  9),  что  и 

1  Р  Задача  ’  НайіТгеометрнчсское  мѣсто  точекъ,  находя¬ 
щихся  ни  ванномъ  разстояніи  а  отъ  данной  прямо ы  АВ. 

Рнт.  И.ть  какой  ннбудь  точки  Е  пря . 

мой  АВ  (чер.  64)  возставимъ  перпенди¬ 
куляръ  ОН  къ  АВ  и  на  немъ  отложимъ  отъ 
точки  К  днѣ  длины  ЕК— ЕЬ— в.  Чревъ  р 
К  и  Е  проведемъ  прямыя  параллельныя  л 
АВ;  эта  прямыя  РУ  и  118  представляютъ  к 
собою  искомое  мѣсто  точекъ,  находящих¬ 
ся  на  разстояніи  а  отъ  прямой  АВ. 


Чер- 

«4. 
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І  г.ім  с*ь  ііп|»п.і.іе.іі»ііьлші  и  іір|ніриднн.тляр- 
иыімі  (‘Ю|іиііі«ііи. 

§  44.  Назовемъ  два  угла  однородными,  если  они  оба 
острые  или  оба  тупые,  или  оба  прямые,  въ  противномъ -ж» 
случаѣ — разнородными,  н  докажемъ  слѣдующія  теоремы: 

Теорема  I.  Углы  съ  параллельными  сторонами  раины,  если 
они  однородные,  или  составляютъ  два  прямыхъ,  если  она 
разнородные. 

Пусть  (чер.  65)  АВ  і|  А, В,  и  ВС  |]  В,^,  притомъ  углы  од¬ 
нородные.  Требуется  доказать,  что  А  АВС=  А  А,В(С1. 

Доказ.  Прямая  В,  С,,  по  условію,  параллельна  ВС,  п  слѣ¬ 
довательно  В,  А,  непараллельна  ВС  (§  43,  теор.  2,  елѣд.  I). 
а  потому  прямыя  ВС  н  В, А,  при  продолженіи  пересѣкут¬ 
ся  въ  нѣкоторой  точкѣ  I» 
Такъ  какъ  А  В  ||  А,Ві,  то 
А  АВС  =  А  К II,,  какъ 
углы  соотвѣтственные  (§43, 
мор.  6).  На  томъ-же  осно¬ 
ваніи  и  А  А1В,С1=  А  КІЬ, 
откуда  (акс.  1)  А  АВС= 
/А^цСрЧТо  и  требова¬ 
лось  доказать. 

ВС  ||  15,0,,  но  углы  раз- 
треоуется  доказать ,  что 


Мер.  05. 


Пусть  (чер.  66)  АВ  |]  А,В,  іг 
нородпые; 


/;авс-)-/;а1в1Сі=2«г. 

Доказ.  Продолжимъ  сторону  В,  А,  п» 
направленію  ВіК,  то  тогда: 

/  А,  В4С,  -|-  А  С,ВіК—  2<Г,  какъ  сме¬ 
жные  (§  32,  теор.  2).  Но,  по  доказан¬ 
ному,  А  АВС=  А  СіВ)К;  слѣдователь¬ 
но  (акс.  7)  /  АВС+  /  А^.Сі— -2сГ. 
Теорема  2.  Углы  св  перпендикуляр¬ 
ными  сторонами  равны,  если  они  однородные,  или  составля¬ 
ютъ  два  прямыхъ,  если  сии  разнородные. 

Пусть  (чер.  67)  АВ_і_АіВі  и  ВС_!_ВіСі,  притомъ  углы  одно¬ 
родные;  требуется  доказать,  что  А  АВС-— А  АіВ(С,. 

Доказ.  Если  изъ  точки  В  проведемъ  прямыя  параллельныя 
сторонамъ  угла  А1В1С,,  то  составится  уголъ  ПВК  равный 
АА,В(С,  но  теор.  1.  Притомъ,  такъ  какъ  ВПЦА^,  а 
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по  условію  А.В.аАБ  ,  то  (§  43,  теор.  2)  ВНаАВ.  Такимъ  же 


Чер.  67. 
К 


Чец.  оа. 


/* 
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образомъ  докажемъ, 
что  и  ВК_1_  ВС.  Слѣд. 
углы  ЬВА  и  КВС  суть 
прямые,  а  потому  они 
равны,  т.  е. 

А  ЬВА=  А  КВС.  От¬ 
нимая  ио  АКВА,  по¬ 
лу  томъ  равенство  (акс . 

2)  А  ЬВК  =  А  АВС, 
или  (акс.  7) 

А  А,В1С1  =  А  АВС, 
что  и  требовалось  доказать. 

Пусть  (чер.  68)  АВ±А,В4  и  ВС±В,С,,  и  притомъ  углы  раз¬ 
нородные;  требуется  доказать,  что  А  АВС+ А  А,В,  С1  — 2гГ. 

Доказ.  Продолжаю  сторону  В,С1  по  направленію  В,Ь; 
тогда  АА,В,С1-Ь  АА4В,Е=2й,  кадет,  смежные,  но,  по  до¬ 
казанному,  А  АВС=  А  А,В,Е;  елѣдоват.  (акс.  7)  А  А,В1С1-|- 
.4-  А  АВС=2(?,  что  и  требовалось  доказать. 


ОТДѢЛЪ  II. 

Свойства  гг  і/с.ювія /мівенлнгва  ирмлюлинс иныхъ  фигуръ* 

Треугольники. 

§  15.  Три  преміи  могутъ  пересѣкаться  не  болѣе  какъ  въ 
трехъ  точкахъ,  потому  что  двѣ  прямыя  могутъ  имѣть  толь¬ 
ко  одну  общую  точку  (§  12)  и  третья  можетъ  пересѣчь  каж¬ 
дую  изъ  двухъ  только  въ  одной  точкѣ.  Взаимнымъ  пересѣ¬ 
ченіемъ  три  прямыя  ограничиваютъ  опредѣленную  часть  пло¬ 
скости,  которая  называется  треугольникомъ.  Итакъ,  тре¬ 
угольникомъ  называемся  опредшісннат  часть  плоскости,  за- 
к.м чающаяся  между  тремя  пересіысаю щимися  прямыми. 
Пересѣкающіяся  прямыя  называются  сторонами  треугольника; 
точки  пересѣченія — вершинами.  Треугольникъ  означаютъ  тре¬ 
мя  буквами,  поставленными  нрп  вершинахъ,  и  знакомъ  Д ; 
такъ  говорятъ:  треугольникъ  АВС,  и  пишутъ:  А  А  ПС. 

§  46.  Теорема.  Всякая  сторона  треугольника  меньше 
суммы  двухъ  другихъ  сторонъ  и  больше  разности  их». 

Возьмемъ  какую  иибудь  сторону,  налр.  АВ,  въ  Д  АВС 
(чер.  69)  и  докажемъ  сперва,  что  АВ<АС  +  ВС 


Дока-з.  Сторона  АВ  есть  кратчайшее  разстояніе  между 
точками  А  и  В  (§  13,  слѣдст.),  а  потому  АВ<АС-}-ВС. 

Теперь  докажемъ,  что  АВ>АС — ВС. 

До каз.  Ми  уже  знаемъ, чтоАВ4-ВС>АС. Отнимая  отъ  нерав¬ 
ныхъ  поровну, по  ВС,  получимъ  (акс.6):  АВ>АС — ВС.  Такимъ 
же  образомъ  докажемъ  н  для  всякой  стороны  треу голышка. 

§  47.  На  основаніи  предыдущаго  $  ясно,  что  ихъ  всякихъ 
трехъ  прямыхъ  можно  составить  треугольникъ,  лишь  бы  толь- 
іа)  каждая  изъ  этихъ  трехъ  прямыхъ  была  менѣе  суммы 
двухъ  остальныхъ.  Прячемъ  всѣ  три  прямыя  могутъ  быть 
равны  между  собою,  тогда  сумма  двухъ  больше  третьей;  двѣ 
изъ  нихъ  могутъ  быть  равны  между  собою,  лишь  бы  ихъ 
сумма  была  больше  третьей,  и  наконецъ  всѣ  три  могутъ  быть 
различной  длины.  Вслѣдствіе  этого,  по  сторонамъ,  треуголь¬ 
ники  дѣлятъ  на  три  рода:  равносторонніе,  у  которыхъ  всѣ 
стороны  равны  между  собою;  равнобедренные,  у  которыхъ 
двѣ  равныя  стороны;  и  разносторонніе,  у  которыхъ  нѣтъ 
равныхъ  сторонъ. 

Такъ  (чер.  69):  д  АВС — равносторонній;  д  БЕС — равно¬ 
бедренный  и  А  КЕМ — раз- 
Ь  посторонній.  Въ  треуголь¬ 
никѣ  принимаютъ  одну  ка¬ 
кую  нибудь  сторону  за 
основшм .  Въ  равпобед- 
решшмъ  треугольникѣ  за 


основаніе  принимаютъ  неравную  сторону.  Высотою  щ>е- 
уюлтиха  навиваютъ  длину  перпендикуляра,  опущеннаго  изъ 
вершины  на  основаніе  или  на  его  продолженіе.  Такъ  въ 
д  КЕМ  сторона  КМ  есть  основаніе:  ЕН — высота. 

§  48.  Угли,  которые  образуются  сторонами  треугольника, 
называются  внутренними  углами.  Если  же  продолжимъ  одну 
изъ  сторонъ  треугольника,  напр.  (чер.  70)  сторону  АС  по 
направленію  СІ),  то  образуется  уголъ  ВС1),  который  назы¬ 
ваютъ  внѣшнимъ  угломъ  треугольника.  Слѣдов.  внѣшній  ром 
треугольника  есть  уголь,  образуемый  стороною  и  продол¬ 
женіемъ  другой  стороны. 

Всякому  внѣшнему  углу  одинъ  изъ  внутреннихъ  смежный, 
а  остальные  два  внутренніе — несмежные.  1  якъ  внѣшнему 
углу  ВСБ — смежный  впугреипій  есть  уголъ  ВСА. 

Теорема-  Внѣшній  ром  треугольника  равенъ  суммѣ  двухъ 
внутреннихъ  ему  несмежныхъ.  Въ  Д  АВС  уголъ  ВОІ)  есть 
внѣшній  я  требуется  доказать,  что  /  ВСБ  —  /  ВАС+  /  СВА. 
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Чер.  70. 

В 


Дошл.  Чрезъ  точку  С  проведемъ  прямую  СЕ  параллельную 
АВ.  то  /  ЕСБ=  /  ВАС,  какъ  углы  со¬ 
отвѣтственные  (§  43  ,теор.  6),  и  /  ВСЕ= 

/СВА,  какъ  накрестъ  лежащіе  (§43. 
теор.4).  Складывая,  получимъ  (авс.  2), 

/  ЕСІ)  +  I  ВСЕ  =  /  ВАС  4-  ^  СВА, 
или  /  ВСІ)  В  АС  +  /СВ  А,  что  и 
требовалось  доказать. 

Слѣдствіе.  Если  въ  треугольники,  семь  одинъ  ролъ  при 
мой  или  одинъ  тупой,  то  остальные  два  угла  острые. 
Потому  что  внѣшній  уголъ,  смежный  внутреннему  прямому 
углу,  есть  тоже  прямой  ($  32,  теор.  2)  и  такъ  каш.  этотъ 
внѣшній  уголъ  равенъ  суммѣ  двухъ  другихъ  внутреннихъ,  то 
послѣдніе- — острые.  Смежный  же  внутреннему  тупому  углу 
внѣшній  есть  острый,  а  слѣдов.  остальные  два  внутренніе 
и  подавпо  острые. 

8  49.  На  основаніи  этого  въ  треугольникѣ  пе  можетъ  о 
двухъ  прямыхъ  или  двухъ  тупыхъ  угловъ,  или  ОДНОГО  пря¬ 
наго  и  одного  тупаго  угла,  н  треуголышки  раздѣляются  по 
угламъ  на  три  рода:  остроугольные,  у  которыхъ  всѣ  углы, 
острые;  пряморольные,  у  которыхъ  одинъ  уголъ  прямой, 
остальные  острые;  и  тупоугольные,  у  которыхъ  одинъ  у  голъ 
тупой,  остальные— острые.  Такъ  (чер.  71)  Д  ВАС  остр  ■ 
угольный;  Д БЕЕ — пряыоу гол ь 
іі ый  н  Д  КЕМ — тупоугольный. 

Въ  прямоугольномъ  треуголь¬ 
никѣ  стороны,  прилежащія  пря¬ 
мому  углу,  называются  кате¬ 
тами  (мОётг, —  вертикальная 
линія):  противулеяіащая  прямому  углу  —  гипотенузою  (•м- 
-піѵ«— быть  противуподожпымъ).  Такъ  въ  Д  БЫ-  стороны 
БЕ  н  БЕ — катеты;  сторона  ЕЕ — гипотенуза. 

§  50.  Теорема-  Сумма  трехъ  уыовъ  (внутреннихъ)  тре¬ 
угольника  равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 

Пусть  данъ  какой  шгбудь  треугольникъ  (чер.  7  2),  умы 
котораго  озиачимъ  буквами  я,  Ьис  и  тре¬ 
буется  доказать,  что  а +Ь4- с=2«Г.  / 

Доказ.  Но  теоремѣ  §  48-й  а-\-Ъ=- с  , 
или  прибавляя  къ  равнымъ  по  ровву,  по 
углу  с,  получимъ  равныя  (акс.  2),  т.  е.  — — 
і+Ь+с=йЧе;  но  с'4с=2<*(§  32,теор.  2).  Слѣдов.  (акс.  <) 
л -\-Ь сгл^2(1. 


(чер.  72), 

Чер.  72. 


Слѣдствіе  I.  Въ  равноую.лномі  треугольники!  каждый 
2  , 

уголъ  равенъ  —  а. 

Слѣдствіе  2.  Въ  прямоугольном*  треугольник*  сумма 
двухъ  острыхъ  угловъ  равна  Л. 

§  51.  Теорема.  Если  при  каждой  верш. инѣ  треуіо, лип¬ 
ка  построимъ  гг  о  одному  внѣшнему  углу,  то  сумма  этихъ 
■трехъ  внѣшнихъ  угловъ  равняется  четыремъ  прямымъ  угламъ. 

Пусть  данъ  треугольникъ,  продолжимъ  всѣ  его  стороны 
(напр.  какъ  это  показано  на  чер.  73),  озаа- 
іор.  і з.  ЧИЗ[Ъ  обраяуемые  такимъ  образомъ  внѣшніе 

углы  буквами  о/,  Ъ' ,  с'  соотвѣтственно  вну¬ 
треннимъ  а,  Ь,  с,  и  докажемъ. что  а' +  Ь'-\-с'= \<І. 
Доказ.  а-\-а'=и-,  Ь+Ь'=2Й  н  о+4в=М, 
уЛ  какъ  смежные  (§  32.  теор.  2).  Свладшии ,  по- 
-  лучимъ  (акс.  2):  а4"а-,4-Ь+Ь,4-с+с,”0(/,  но, 

по  теоремѣ  §  50,  имѣетъ:  а+Ь^-с-ЧсІ.  Вычитан  изъ  равныхъ 
равныя  (акс.  2),  получимъ  равныя:  а' =•*<?. 

8  52.  Теорема  I.  Въ  треуголъ  никѣ  противъ  равныхъ  сто¬ 
ронъ  лежатъ  равные  углы. 

Пусть  дано  (чер.  74)  АВ=ВС  в  требуется  доказать,  что 

"  А.  А—  А.  С. 

Доказ.  Если  соединимъ  прямою  ВІ)  вершину  В  съ 
срединою  I)  основанія  Л  С ,  то  ВІ)  будетъ  лерпеи- 
дшсудіфъ,  возставленный  на*  средины  прямой  АС, 
потому  что  во  условію  А В=  ВС,  т.  е.  точка  В  на- 
д  -р — д,  ходит  см  въ  равномъ  разстояніи  отъ  концовъ  А  В 
(§  35).  Если  перегнемъ  треугольникъ  АВС  во  прямой  ВІ) 
и  наложимъ  одну  часть  его  на  другую,  напр.  ВСЮ  иа  ВА1),то,  по 
равенству  угловъ  ври  В  (какъ  прямыхъ),  ПС  пойдетъ  по  ПА; 
точка  С  упадетъ  въ  А,  такъ  какъ  П  средина  АС;  прямая  ВС 
совмѣстится  съ  А  В.  и  слѣдоват.  /1 С  совпадетъ  съ  /А,  а 
потому  /С=/А,  что  п  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе.  Ес.ш  треугольникъ  равносторонній ,  то  онъ 
и  равноугольный. 

Теорема  2,  обр.  Въ  треугольникѣ  противъ  равныхъ  угловъ 
./ежатъ  рамныя  стороны. 

Пусть  дано  (чер.  75)  Д.  А==  /1 С  и  требуется  доказать,  что 
АВ—ВС. 

Доказ.  Если  предположим*,  что  АВ  нс  («оно  ВС,  напр. 
АВ>ВС,  то  точка  В  не  будетъ  лежать  на  перпендикулярѣ, 


Чер.  74. 
В 
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возставленномъ  изъ  средины  П  прямой  АС  (8  35),  а  будетъ 
находиться  по  одну  сторону  съ  точкою  С  отъ  итого  перпен¬ 
дикуляра,  т.  е.  перпендикуляръ  приметь  нѣко¬ 
торое  положеніе  ПЕ  п  пересѣчетъ  прямую  АВ 
въ  точкѣ  ,Т.  Соединивъ  .Т  съ  С,  получимъ  Ад — 

,ІС,  потому  что  всякая  точка  перпендикуляра, 
возстановлешіаго  изъ  средним  АС,  находится 
въ  равномъ  разстояніи  отъ  концовъ  А  в  С. 

Если  же  Аб  — -Ю.,  то,  по  теоремѣ  1,  ДА  — 

/л:  А,  по  /ЛСАс/С  (икс.  8),  слѣдов. 

/  \<  /  с  (акс.  7).  что  противно  положенію,  и.  значитъ,  нсль- 
з.  допуггпть,  что  ІС)  не  равна  ВС,  а  потому  ВА=ВС,  что 
н  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе.  Если  треугольникъ  равноугольный,  то  он* 

и  равносторонній .  ы  , 

Теорепл  3.  Въ  треугольникѣ  противъ  большей  сторон 

лежитъ  большій  уголъ. 

Пусть  дапо  (чер.  76)  АВ>ВС  и  требуется  доказать,  что 
/С>  Д  А. 

Доказ.  Перпендикуляръ  І)Е,  возставдсп 
ПЫЙ  изъ  В,  средины  АС,  не  пройдетъ  чрезъ 
точку  В  (§  35),  а  пересѣчетъ  прямую  АВ 
въ  нѣкоторой  точкѣ  і;  еоеднняя  1  съ  С,  по¬ 
дучимъ:  АІ-ІО  (§  35,  теор.  2),  *  слѣдов. 

А=  /  іСА  (теор.  1);  по  ^  ІСА  составля¬ 
етъ  часть  /С,  а  потому  (акс.  8)  А  С>  В  А . 

Тговема  4,  обр.  Въ  треугольникѣ  противъ 
бо.чгиаю  угла  лежитъ  большая  сгпорона. 

Пусть  /_  С>  Д  А;  требуется  доказать,  что  АВ>ВС. 

Іо  кал.  АВ  не  можетъ  равняться  ВС,  потому  что  тогда» 
/С  равнялся  бы  /А  (теор.  1).  АВ  пе  можетъ  быть  <ЬС 
„„тому  что  тогда  Д  С  былъ  бы  <  ^  А  (теор.  3).  Если  же  АВ 
пе  равно  и  пе  менѣе  ВС,  то  АВ>ВС  (акс.  9). 

ч  53.  Дпа  треугольника  называются  равным  между  собою, 
сс-ін  они  совмѣщаются  при  наложеніи  друг*  на  друга.  Сов¬ 
падающіе  при  я  томъ  углы  ихъ  Ц  стороны  называются  соот¬ 
вѣтственными  частями  равныхъ  треугольниковъ. 

Тгерсла  1.  Треугольники  равны,  если  три  стороны  одною 
порознь  равны  тремъ  сторонамъ  другаго. 

Пусть  (чер.  77)  дано:  АВ=А'В';  АС=А'С  нВС=ВС, 
требуется  доказать,  что  Д  АВС  —  дАВС. 


Чер.  76. 


Е  В 


Чер.  75. 
Е 

\  В 
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7 окси.  Наложимъ  Д  А'В'О7  на  дАВС  такъ,  чтобы  точка 
д' 'упала  въ  А  и  чтобы  сторона  А'В'  пошла  но  АВ  ^(при¬ 
томъ,  чтобы  обѣ  вершины  С-  и  С 
была  по  одну  сторону  АВ),  тогда, 
по  равенству  АВ  м  А'В',  точка  В' 
упадетъ  въ  В.  Предположимъ,  что 
_  вершина  (У  не  упадетъ  въ  0,  то 
*'  С'  не  можетъ  упасть  на  одпу  изъ 
сторонъ  АС  или  ВС,  потому  что  по  условію  АС  =  АЧГ 
и  ВС=  В' (У;  сдѣдов.  С  можетъ  упасть  илн  впутри  или 
внѣ  дАВС.  Пусть  С  упадо  въ  точку  С  (точка  О  можетъ 
лежать  и  внутри  дАВС),  т.  е.  пусть  дА'В'С  привялъ  но- 
ложеніе  дАСВ.  Соединимъ  точки  С  и  О  прямою  СС  и  по¬ 
томъ  средину  Е  этой  прямой  соединимъ  прямыми  КА  и  ЕВ 
съ  точками  А  и  В.  Такъ  какъ,  по  условію.  АС— А  С  АО, 
то  АК±СС  (§  За);  и  такъ  какъ  ВС=іУС  —ВС.  то  и  ЕВ_]_СС, 
что  невозможно,  потому  что  чрезъ  точку  К  прямой  СО  нель¬ 
зя  провеете  двѣ  прямыя  ЕА  и  ЕВ,  перпендикулярный  (  С 
(8  За,  теор.  1).  Слѣдов.  невозможно  допустить,  чтобы  точка 
(У  ис  упала  въ  С,  а  потому  С' упадетъ  въ  С,  причемъ  сто¬ 
роны  совмѣстятся,  такъ  какъ  пхъ  концы  совпади  (§  13, 
теор.  1).  Значитъ  трсугодыіикл  совмѣстятся,  а  потому  они 
равны. 

Задача  !■  //о  тремъ  даннымъ  сторонамъ  а,  о  и  с  по¬ 
строитъ  треугольникъ. 

Рѣт.  Изъ  концовъ  одной  стороны,  напр.  а,  какъ  изъ 
центровъ,  радіусами,  равными  двумъ  другимъ  сторонамъ  Ь  и 
с,  опишемъ  дуги  н  точку  ихъ  пересѣченія  соединимъ  прямы¬ 
ми  съ  концами  стороны  а. 

Рѣшеніе  возможно,  если  каѵкдаи  изъ  сторонъ  менѣе  сум¬ 
мы  двухъ  другихъ  (§  47). 

Можно  построить  только  одинъ  треугольникъ  по  даннымъ 
а,  Ь  и  с  (теор.  1). 

Теорема  2.  Ті>еуголънти  равны,  сс-ш  имѣютъ  по  двѣ 
порознь  равныя  стороны  и  по  рав¬ 
ному  уи-у,  лежагцему  между  ними. 
в’  Пусть  (чер.  78)  дано:  АВ  — А'В'; 
\  ВС  —  В'С'  к  А  В=  Д  В';  требуется 

\  доказать,  что  ДАВС=  ДА'В'С'. 

г1  Доиаз.  Наложимъ  Д  А'»  С  на  Д  АВС 
такъ,  чтобы  точка  В'  упала  въ  В  и  чтобы  сторона  В' А'  нош- 


Чер.  78. 


—  47  — 


іа  но  ВА  (притомъ,  чтобы  обѣ  вершины  С  н  С'  уняли  но  одну 
сторону  прямой  А  В),  тогда  точка  А'  упадетъ  въ  А,  такъ  какъ, 
по  условію,  АВ=А'В';  сторона  В'С  пойдетъ  но  ВС,  такъ 
какъ  ДВ=ДВ/;  притомъ  С'  упадетъ  въ  С,  потому  что 
ВС=В'С'.  Если  же  концы  сторонъ  А'С'  и  АС  еовпалн,  то 
и  стороны  совпадутъ  (§  13,  теор.  1)-  Слѣдов.  треугольники 
совмѣстятся,  а  потому  они  равны. 

С.іѢДСТВІе.  Прямоугольные  треугольники  равны,  сели  ка¬ 
теты  одного  порознь  равны  катетамъ  другаго. 

Задача  2.  Построить  треугольникъ  по  двумъ  даннымъ 
сторонамъ  и  но  данному  углу,  лежащему  между  этими 
сторонами. 

Ріьш.  Отъ  вершины  даннаго  угла  на  сторонахъ  его  от¬ 
ложимъ  двѣ  данныя  прямыя  и  концы  ихъ  соединимъ  прямою. 
Задача  8.  Построить  прямоугольный  треугомникъ  но 

двумъ  даннымъ  кателнамъ  ем. 

Гпш.  Простроимъ  примой  уголъ  и  потомъ  поступимъ  КАКЪ 

въ  задачѣ  2-й. 

Теорема  3.  Треугольники  равны,  сел  и  имѣютъ  по  двѣ  по¬ 
рознь  равныя  стороны  и  по  равному  углу,  лежащему  про¬ 
тивъ  той  изъ  двухъ  сторонъ,  которая  больше  или  равна 

Р  Пусть  (чер.  79)  дано  АВ=  А'В';  ВС=В'С'  “  /  с=  Т.  С  , 
притомъ  ДВидн  больше  иди  равна  ВС,  аслѣд.  нАВ  или  к>ль- 
ше,  иди  равна  В'С'.  Требуется  доказать,  что  Д  АВС=  Д  А  В  О  . 

Дикси.  Наложимъ  Д  А'  В'С7 
на  дАВС  такъ,  чтобы  точ¬ 
ка  В'  упада  въ  В  и  чтобы 
сторона  В'С'  пошла  по  сто¬ 
ронѣ  ВС,  тогда, но  равенству 
«тихъ  сторонъ,  точка  С' у  па-  ■  я  •  г 

деть  въ  С  и  по  равенству  угловъ  С  н  С,  сторона  ' 
детъ  но  сторонѣ  С  А;  остается  только  доказать,  что  точка  А 
упадетъ  въ  А.  Дай  доказательства  »тото  опустимъ  м.гъ  то  ¬ 
ки  В  перпендикуляръ  ВС  на  АС  н  замѣтимъ,  что  точка  А 
не  можетъ  упасть  между  С  н  С,  напр.  въ  точку  ’ 
мѵ  ЧТО  тогда  сторона  В'А'  должна  была-Оы  принять  сложе¬ 
ніе  ВС, ,  что  невозможно,  такъ  какъ  ВСу.сВС,  (§  ЗЬ  теоіъ  .  Ь 
а.  по  условію,  В' А'  или  равна  илн  больше  В  I-  —1 ВС.  Іо  і 
Л'  не  можетъ  упасть  между  А  я  С,  напр.  ст.  Ц .  потому 
что  тогда  быдо-бы  ВС,  или  В'А'<ЛВ  3 8,  теор.  3),  а,  по 
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условію,  А'В'=А В.  Наконецъ  А' не  можетъ  упасть  далѣе  А, 
нАпр.  въ  О,,  потому  что  тогда  было-би  АВ<А'В'.  Слѣдов. 
А'  упадетъ  въ  А,  и  сторона  А' В7  совпадетъ  съ  АВ,  треуголь¬ 
ники  совмѣстятся,  а  потому  они  равны. 

Замѣчаніе.  Если  треугольники  алѣютъ  по  двѣ  равныя  сто¬ 
роны  и  по  равному  углу,  лежащему  противъ  меньшей  сто¬ 
роны,  то  они  не  будутъ  равны  между  собою  только  въ  слу¬ 
чаѣ,  если  одинъ  изъ  нихъ  остроугольный , 
а  другой  тупоугольный,  потому  что  если 
АВ<ВС  (чер.  80),  то  ничто  не  препят¬ 
ствуетъ  сторонѣ  А' В'  принять  положеніе 
.  ВО, ,  въ  случаѣ  если  д  А' В' (/тупоугольный. 

'  Слѣдствіе.  Прямоугольные  треугольни¬ 
ки  равны,  если  имѣютъ  по  равной  гипотенузѣ  и  по  равно¬ 
му  катету. 

Задача  4.  Построить  треугольникъ  по  двумъ  даннымъ 
сторонамъ  и  по  данному  углу,  который  но  лежитъ  про¬ 
тивъ  меньшей  стороны. 

Рѣш.  На  сторонѣ  даннаго  /А  (чер.  81)  отложимъ  мень¬ 
шую  изъ  двухъ  данныхъ  сторонъ  АС  (или  одну  изъ  двухъ 
•въ  случаѣ,  если  данныя  стороны  равны  между  собою)  и  по¬ 
томъ  радіусомъ,  равнинъ  большей 
сторонѣ,  изъ  точки  С,  какъ  цент¬ 
ра,  опишемъ  дугу,  которая  пересѣ¬ 
четъ  другую  сторону  угла  А  »ъ  двухъ 
точкахъ  М  и  К;  соединяя  М  и  С 
прямого,  получимъ  дАМС,  который 
и  есть  искомый. 

<-  Замѣчаніе.  Если  стороны  МС  и 

АС  равны  между  собою,  то  дуга 
пройдетъ  чрезъ  точку  А  н  искомый  треугольникъ  будетъ  АМ  С. 

Задача  5-  Построитъ  треугольникъ  по  двумъ  даннымъ 
сторонамъ  и  по  данному  углу,  лежащему  противъ  меньшей 
стороны. 

сторонѣ  даннаго  угла  А  (чер.  82)  отложимъ 
большую  сторону  АС  н  азъ  точки  С,  какъ 
центра,  радіусомъ,  равнымъ  меньшей  сторо¬ 
нѣ,  опишемъ  дугу,  которая  пересѣчетъ  дру¬ 
гую  сторону  угла,  въ  двухъ  точкахъ  М  и 
N.  Соединяя  эти  двѣ  точки  съ  точкою  С  пря¬ 
мыми,  получимъ  два  треугольника  д  А.МС 


—  49  — 


и  д  АКС,  изъ  которыхъ  каждый  удовлетворяетъ  требованіямъ 
ц  слѣдов.  задача  имѣетъ  дна  рѣшенія. 

Задача  6-  Построить  прямоугольный  треугольникъ  но 
данной  гипотенузѣ  и  данному  катету. 

1>ѣш.  Построимъ  прямой  уголъ  и  потомъ  поступимъ,  какъ 
въ  задачѣ  4-й. 

Теорема  4.  Треугольники  равны ,  ест  имѣютъ  но  <На  по¬ 
рознь  равныхъ  ума  и  по  равной  соо твѣ те,  тж н но  и  сторонѣ. 

Равныя  стороны  могутъ  прилежать  къ  обоимъ  соотвѣт- 
етвеппо  раннымъ  угламъ,  или  могутъ  приложат],  къ  одному  и 
протнвулежать  другому  изъ  соотвѣтственно-ранныхъ  угловъ. 
Разсмотримъ  каждый  изъ  этихъ  двухъ  случаевъ  отдѣльно. 

1- й  случай.  Пусть  (чер  83)  дано:  ^  А=  /  А';  /  В==  ^  В'  и 
АВ=А'К'.  Требуется  доказать,  что  д  АВС  —  д  А' В'С'. 

Доказ.  Наложимъ  д  А'В'С'на  Д  АВС  «іе,,.  ьъ 

такъ,  чтобы  точка  А'  упала  въ  А  и 
чтобы  сторона  А'В'  пошла  по  АВ  (при-  /,  /ч 

томъ,  чтобы  обѣ  вершины  С  и  С'  упа-  /  \  / _ 

ли  по  одну  сторону  АВ),  тогда,  по  ра-  л  в  а’  в' 

венству  этихъ  еторопъ,  точка  В'  упадетъ  въ  В.  Такъ  какъ, 
по  условію,  А  А=  /  А'  и  /  В=  Д  В' ,  то  сторона  А'С'  пой¬ 
детъ  по  АС  н  В'С'  по  ВС,  и  такъ  какъ  двѣ  прямыя  АС  и 
ВС  могутъ  пересѣкаться  только  въ  одной  точкѣ  (§  12),  то 
вершина  С  упадетъ  въ  С.  Слѣдов.  треугольники  совмѣстят¬ 
ся,  а  потому  они  равны. 

2- й  случа  й.  Пусть  дано-  /  А=  Д  Л';  Д  В—  /  В'  и  АС=А'С' 
(стороны  противъ  соотвѣтственно -равныхъ  угловъ  В  и  В').  Тре¬ 
буется  доказать,  что  д  АВС=  ДА'В'С'. 

Доказ.  Памъ  извѣстно  (§  50),  тп»  сумма  угловъ  треуголь¬ 
ника^  2  <?,  а  потому  (акс.  1): 

^  А+  /В+  /  С=/.  А'+  Д  В'+  Д  С  (I). 

Но,  по  условію.  /А=/А'и  ДВ=/В/,  слѣдов.  (акс.  2). 
АА+^В=ДА'+АВ'  (2). 

Вычитая  (2)  изъ  (1),  получимъ  (аксіома  2)  /  С=  ^  С\ 
Есія-же  /0  =  /^  и  притомъ,  по  условію,  /  А  =  /  А', 
АС=А'С',  то  треугольники  имѣютъ  по  два  равныхъ  угла  н 
по  равной  сторонѣ,  прилежащей  этимъ  угламъ,  слѣдов.  по 
доказанному  въ  1-мъ  случаѣ  они  равны  между  собою. 

Замѣчаніе.  Два  треугольпяка  могутъ  имѣть  но  равной  сто¬ 
ронѣ  п  по  два  равныхъ  угла  и  не  быть  равными,  но  тогда 
равпыя  стороны  не  лежатъ  противъ  соотвѣтственно  равныхъ 
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угловъ.  Такъ  напр.  прямоугольные  треугольники  АВ€  и 
АВС  (чер.  84)  не  раины  между  собою,  хотя  гипотенуза, 
111  АС  равна  катету  А,С,,  ^А=/В,, 

и  ^В=/А,— (1. 

Слѣдствіе  С  Треугольники  равны, 
если  стороны  одного  порознь  парал¬ 
лельны  (или  порознь  перпендикуляр¬ 
ны)  сторонамъ  друиыо  ад  если  одна 
.  сторона  перваго  треугольника  равна 
‘  параллельной  ей  (или  перпендикуляр¬ 
ной  ей)  сторонѣ  второю. 


Пусть  дано:  АВ  ||  А'В';  ВС  ||  В'С';  АС  Ц  А' С  и  притомъ 
АВ=А'В';  требуется  доказать, что  Д  ЛВС=  Д  А'В  С  (чер. 83). 

Доказ.  Стороны  каждой  изъ  трехъ  паръ  угловъ  А  н  А  ; 
В  и  В';  С  и  С'  параллельны,  а  потому  углы  каждой  пары 
или  равны  между  собою  или  вмѣстѣ  составляютъ  2еГ,  (§  44, 
•геор.  1).  Но  не  можетъ  быть  двухъ  паръ  угловъ,  составляю¬ 
щихъ  по  2Й,  потому  что  тогда  сумма  4-хъ  угловъ  двухъ 
треугольниковъ  равнялась-бы  4<7,  а  мы  знаемъ,  что  сумма 
всѣхъ  6-ти  углогь  обоихъ  треугольниковъ^^.  Значитъ, не¬ 
обходимо  есть  двѣ  пары,  въ  которыхъ  углы  равны,  слѣдов., 
по  теоремѣ  4,  д  АВС=  Д  А'В'С'.  Когда  стороны  перпенди¬ 
кулярны,  доказательство  тоже  самое,  только  должно  сослать¬ 
ся  на  теорему  2  §  44. 

Слѣдствіе  2  Прямоугольные  треугольники  равны ,  если 
имѣютъ  по  равному  острому  углу  и  по  равному  катету, 
причемъ  катетъ  можетъ  прилежать  или  нротивулеж-ать  остро¬ 


му  углу. 

Слѣдствіе  3  Прямоугольные  треуго.гьннки  равны,  ест 
острый  уголъ  одною  равенъ  острому  углу  другаго  и  гипо¬ 
тенуза  одною  равна  гипотенузѣ  дргугаю. 

Слѣдствіе  4  Въ  равныхъ  шреую.ѣникахъ  высоты  равны. 
Такъ  если  Д  АВС=^  Д  А'В'С'  (чер.  85),  то  высота  ІІІ)=Ѵ.  I)  , 
потому  что  (слѣд.  3)  прямоуголь¬ 
ные  треугольники  ВВС  и  В'В'С' 
равны  между  собою,  такъ  какъ 
ВС^В'С'  и  /С=/С'. 

Задача  7.  ІІостіюитъ  тре¬ 
угольникъ  по  дву  мъ  даннымъуыамг 
и  прилежащей  имъ  сторонѣ. 

Гѣш.  На  произвольной  прямой  отложимъ  данную  сторону 
и  при  концахъ  ея  построимъ  данные  углы. 


Ч*і).  85. 
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Задача  8-  Построитъ  треугольникъ  по  двумъ  даннымъ 
угламъ  и  сторонѣ,  нротиву лежащей  одному  изъ  данныхъ 
уиговъ. 

Гѣш.  Построимъ  уголъ,  равный  суммѣ  двухъ  .данныхъ  (§29, 
зад.  2);  уголъ,  смежный  полученному,  будетъ  третій  уголъ 
искомаго  треугольника.  Т.  обр.  задача  сводится  къ  задачѣ  7-ой. 

Задача  9.  Построить  прямоугольный  треуго.гъникъ  по 
данному  острому  углу  и  данному  катету.  Рѣшеніе  подоб¬ 
ий  задачѣ  7-П  или  зад.  8-й,  смотря  потому,  прилежитъ  дан- 
ішй  катетъ  данному  острому  углу  или  лежитъ  пропить  него. 

Задача  II.  Построить  прямоугольный  треугольникъ  по 
домкому  острому  углу  и  данной  гипотенузѣ. 

Рѣшеніе  подобно  задачѣ  8-й. 

Задача  II.  Построить  треугольникъ,  стороны  котораго 
были  бы  параллельны  (или  перпендикулярны)  тремъ  даннымъ 
прямымъ  и  одна  гаг  сторонъ  котораго  дана. 

Гѣш.  Проведемъ  прямую  параллельную  (млн  перпендику¬ 
лярную)  той  изъ  данныхъ  прямыхъ,  которая  параллельна  (или 
перпендикулярна)  данной  сторонѣ  искомаго  треугольника; 
отложимъ  на  этой  прямой  данную  сторону  и  чрезъ  концы  по¬ 
слѣдней  проведемъ  прямыя,  соотвѣтственно  параллельныя  (или 
перпендикулярныя)  двумъ  другимъ  даннымъ  прямымъ. 

§  54.  Йзъ  всего  сказаннаго  о  равенствѣ  треугольниковъ 
слѣдуетъ,  что  треугольники  равны,  если  три  какія  шібудь  ча¬ 
сти  одного,  между  которыми  есть  но  крайней  мѣрѣ  одна 
сторона,  равны  тремъ  соотвѣтственнымъ  частямъ  другаго. 
Исключеніе  представляетъ  только  одинъ  случай,  а  имеппо: 
когда  два  треугольника  имѣютъ  по  двѣ  равныя  стороны  и  по 
іивпому  углу  противъ  меньшей  стороны  и  притомъ  одинъ 
треугольникъ  остроугольный,  другой  тупоугольный  (§  53, 
тсор.  3,  замѣчаніе).  Но  и  въ  этомъ  случаѣ  если  оба  тре- 
у голышка  одного  рода,  т.  е.  оба  прямоугольные,  нлп  оба 
тупоугольные,  или  оба  остроуго.іьане,  то  оии  равны  между 
собою.  Вслѣдствіе  этого  всѣ  условія  равенства  треугольни¬ 
ковъ  яожло  выразить  въ  однояъ  предложеніи: 

Треугольники  равны,  если  они  одного  рода  и  если  гири 
части  одною,  между  которыми  есть  по  крайней  міьрѣ  одна 
сторона,  равны  тремъ  соотвіьтствсн-нымъ  частят  другаго. 

§  55.  Теорема  I.  Если  двѣ  стороны  одною  треугольни¬ 
ка  порознь  равны  двумъ  сторонамъ  другаго,  а  углы  между 
этими  сторонами  нс  равны,  то  противъ  большаго  угла  ле¬ 
житъ  и  сторона  большая.  4* 
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Пусть  (чер.  86)  дано  АВ=А'В';  ВС=В'СѴ  и  ДВ>ДВ\ 
Требуется  доказать,  что  АС>А'С'. 

ч  ^  Доказ.  Наложимъ  дА'В'С' 

па  дАВС  такъ,  чтобы  ихъ 
основанія  В'С'  и  ВС  совмѣ¬ 
стились,  т.  е.  чтобы  В'  упа¬ 
ло  въ  В  н.  С'  въ  С.  Такъ  какъ 
Д  В  >  Д  В',  то  сторона  IV  А' 
приметъ  нѣкоторое  направленіе  ВЕ  в  д  А'В'С'  приметъ  по¬ 
ложеніе  Д  ВЕС.  Соединимъ  А  и  К  прямою  АЕ  и  изъ  точки  Е, 
средины  АЕ.  возставимъ  перпендикуляръ  къ  АЕ,  кото¬ 
рый  пройдетъ  чрезъ  точку  В,  потому  что  ВА=ВК  (§  35, 
слѣд.).  Точка  С  ближе  къ  концу  Е,  чѣмъ  къ  А  (§  35,  теор  3), 
т.  е.  АС>СЕ  или  АС>А'С\  что  н  требовалось  доказать. 

Тсиреиа  2,  обр.  Ест  двѣ  стороны  одного  треугольника  по¬ 
рознь  равны  двумъ  сторонамъ  другого,  а  т/мтьи  стороны  не¬ 
равны, то  противъ  большей  стороны  лежитъ  и  ую.іг  большій. 

Пусть  дано:  АВ=Л'В';  ВС  =  В'С'  н  АС>А'СѴ.  Требуется 
доказать,  что  Д  В>  Д  В'.  ; 

Доказ.  Уголъ  В  пе  можетъ  быть  равенъ  углу  В  ,  пото¬ 
му  что  тогда  д  А'В'С,=  ДАВС  (§  53,  теор.  2)  и  было  бы 
АС=А'С\  а  намъ  дано  АС>А'С'.  Уголъ  В  ис  можетъ  бить 
меньше  Д  В',  потому  что  тогда  бы.ю-бы  (теор.  1)  и  ЛС<А'С', 
а  дамъ  дано  АС>А ’С.  Слѣдов.  (акс.  9)  ДВ>ДВ'. 

Четмреуголыткн. 

§  56.  Четыреуюлъникомъ  называется  опредѣленная  часть 
плоскости,  которая  ограничена  замкнутой  ломаной  линіей, 
составленной  изъ  четырехъ  прямыхъ.  Діигонал то  (Ьгі — чрезъ, 
уиѵіа — уголъ)  четыреугольиика  называется  разстояніе  между 
вершинами  угловъ,  пе  имѣющихъ  общихъ  сторонъ.  Тамъ 
(чер.  87)  А  ВСЮ  есть  четыреугольинкъ;  АС  я  ВС-  діагонали 
его.  Уголъ,  составленный  двумя  послѣдо¬ 
вательными  сторонами  четыреугольннка, 
папр.  Д  АВС,  пазнвается  внутреннимъ 
уыомъ.  Уголъ,  составленный  одной  сто- 
-1  роиой  п  продолженіемъ  другой,  ирохо- 
л  ’Г)  дящей  чрезъ  ту  же  вершину,  наир.  Д  Г) С I , 

называется  внѣшнимъ.  Когда  внутренній  уголъ  четыреуголь¬ 
ннка  болѣе  2і?,  какъ  наир.  Д  ВАР  четыреугольиика  А  ВС  В 


Чер.  87. 
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Чер.  89. 


(чер.  88),  то  онъ  называется  входящимъ  угломъ.  Внѣшнимъ 
угломъ,  ему  соотвѣтствующимъ,  должно  считать  ДВАѴ. 

Теорема  1.  Сумма  вегьхъ  внутреннихъ  угловъ 
четыре  угольник  а.  равняется  четыремъ  прямымъ 
угламъ.  в ' 

Доказ.  Проведемъ  діагональ  АС  (чер.  87),  ко¬ 
торая  раздѣлитъ  четыреугольинкъ  на  два  треуголь¬ 
ника,  Сумма  угловъ  каждаго  треугольника^  2й 
(§  50).  Слѣд.  сумма  угловъ  четыре  угольников  4с7, 
т.  е.  Д  А-}-  Д  В 4-  Д  С -4-  Д  0=4<7. 

Теорема  2.  Если  въ  четыре  угольникѣ  нѣтъ  входящаго 
угла,  и  если  при  каждой  вершинѣ  чемыреугольмика  по¬ 
строимъ  по  одному  внѣшнему  углу,  то  сумма  осѣхѵ  этихъ 
четырехъ  внѣшнихъ  угловъ  равняется  четыремъ  прямымъ 
угламъ.  Дашь  четыреугольинкъ  АВСС  (чер.  89),  и  требуется  до* 
казать,  что  сумма  угловъ:  а  -\-Ь' 4- с' -\-(  —  4«?. 

Доказ.  а^-а'=2д\  Ь-\-Ь'  е-\-с'=: 

и  І+Ц—Ій.  Поэтому: 
а+а  -\-Ъ-\-Ъ'  -\-с-\-с?  =  (акс.  2), 

но,  по  теор.  1-й,  а  Ь— }- с  -)- 1=  4й;  слѣдов. 

а' -\-Ѵ -\-с' -\-1  ~  4<і. 

Замѣчаніе.  Если  въ  четыреугольиігеѣ  есть  ихо-  »/ 
дищій  уголъ ,  то  сумма  внѣшнихъ  угловъ,  безъ  внѣш¬ 
няго  угла,  соотвѣтствующаго  входящему,  равна  46. 

Танъ  въ  четыреугольннк-ѣ  АВСБ  (чер.  90)  Д  КВС  -|-  Д  ЬСО+- 
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+  ДМОА—  ДВАѴ=4й.  потому  что  виут- 
ревпій  ДА  безъ  Д8АѴ=2 3. 

§  57.  Ее  ди  двѣ  параллельныя  пря-  к 
мыя  АВ  и  СО  (чер.  91)  пересѣчемъ 
двумя  непараллельными  АС  и  ВС,  то 
получимъ  четыреугольникъ  АВСС,  ко¬ 
торый  называется  трапеціей  (траіте- 
чюѵ).  Слѣдов.  трапеицец  называется 
четыреугольникъ,  въ  которомъ  двѣ 
стороны  параллельны  между  собой, 
а  двѣ  другія  непараллельны.  Высо¬ 
тою  трапеціи  называется  разстояніе  МК  двухъ  сторонъ  ея. 


Те*рема  1.  Прямая,  соединяющая 
средины  двухъ  непарсимльныхъ  и  про- 
тиву  наложныхъ  сторонъ  трапеціи,  па¬ 
раллельна  другимъ  двумъ  сторонамъ  ея. 
Дано  (чер.  92)  АО— 01)  и  ВѴ=ѴС; 
требуется  доказать,  что  ОѴ  ||  АВ  ||  ОС. 
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Доказ.  Опустим?,  изъ  точекъ  О  я  У  перпендикуляры  ОЕ 
и  ѴО  на  прямую  АВ  и  продолжимъ 
ихъ  до  встрѣчи  съ  прямою  ВС,  тог¬ 
да  ЕІ  и  СіК  будутъ  перпендикуляры 
и  къ  БС,  потому  что  по  условію 
АВ  ||  ВС  (§  43,  теор.  2).  д  АОЕ=; 
с  =  дБОІ  (§  53,  теор.  4,сдѣд.З),  такъ 
какъ  гипотенузы  АО  и  БО  равны  и 
/  ЕОА=  ^  БОІ,  ісакъ  вертикальные  (§  33,  теор.  1);  слѣдов. 
ОЕ=ОІ.  Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  ѴО—  ѴК.  Но 
такъ  какъ.  АВ  ||  БС,  то  ЕІ  =  (Ж  (§  43,  теор.  10),  или 
2ЕО=26Ѵ  и  ЕО=СѴ.  Еслиже  ЕО=СтѴ,  то  АВ  ||  ОѴ  (§  43, 
теор.1' 9),  а  потому  и  ОѴ  ||  ВС  (§  43,  теор.  2). 

Теорема  2,  обр.  Прямая,  проходящая  чрезъ  средину  одной  изъ 
непараллельныхъ  сторонъ  трапеціи  и  параллельная  двумъ 
параллельнымъ  сторонамъ  ея,  пройдетъ  чрезъ  средину  дру¬ 
гой  непараллельной  стороны  трапеціи. 

Дано  (чер.  93)  АО=ВО  и  ОѴ  ||  АВ. 
Требуется  доказать,  что  ВѴ=СѴ. 

Доказ.  Если  предположимъ,  что  точ¬ 
ка  V  не  есть  средина  ВС  и  что  точ¬ 
ка  С  есть  средина  ея,  то,  соединяя  О 
съ  срединою  О  прямой  АБ,  получимъ 
прямую  О.О,,  которая  по  теор.  1  будетъ  параллельпа  АВ. 
Такимъ  образомъ  чревъ  точку  О  будутъ  проходить  двѣ  пря¬ 
мыя  ОѴ  и  0(у,  параллельныя  АВ,  что  невозможно  (§  43, 
теор.  2,  слѣд.  1). 

Теорема  3.  Разстояніе  между  срединами  двухъ  непарал¬ 
лельныхъ  сторонъ  трапеціи  равняется  половинѣ  суммы 
двухъ  параллельныхъ  сторонъ  ея. 

Дано  (чер.  92)  АО— ВО  и  ВѴ=СѴ.  Требуется  доказать, 

АВ-)-ВС 
что  ОѴ= - і - 

Доказ.  Опустимъ  перпендикуляры  изъ  точекъ  О  и  V  на 
сторону  АВ  трапеціи  и  продолжимъ  ихъ  до  встрѣчи  съ  ВС, 
то  ЕІ. |)  (Ж  (§  43,  теор.  1),  и  слѣд.  Е6=0Ѵ=ІК  (§  43, 
теор.  10);  или  20Ѵ=Ев-)-ІК;или  20Ѵ=ЕА-|-  АВ+ВѲ-^-ІК. 
Но  изъ  равенства  прямоугольныхъ  треугольниковъ  д  АОЕ  и 
ДБОІ,  ДВѴС  и  дКѴС  слѣдуетъ,  чтоЕА=ВІн  В6=КС, 
а  потому  20Ѵ  :=  БІ АВ  +  КС-)-ІК  =  АВ+ВС  и,  значитъ. 

,  .  АВ  4-  БС 

(акс.  4)  ОѴ  =  - 1—  . 
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е  5Д  Если  двѣ  параллельныя  прямыя  пересѣчемъ  двумя 
другими  параллельными,  то  получимъ  четыреу сольникъ,  ко¬ 
торый  называется  параллелограммомъ  («рЛцІв  ураррот,  отъ 
^.«^-параллельный  и  ціт -линія).  Слѣдов.  паралле¬ 
лограммомъ  называется  четыреую.имшъ,  у  котораго  про- 
тивуполомсныя  стороны  параллельны.  Одну  изъ  сторонъ  иа- 
панелограяма  принимаютъ  за  основаніе.  1  азстояше  основа¬ 
нія  отъ  параллельной  ему  стороны  называется  высотою  па¬ 
раллелограмма.  _ 

Ѵывема  1.  Въ  параллелограмм»  прошивупо ложныя  сто¬ 
роны  равны.  Далъ  параллелограмм»  АВСБ  (чер.  94)  и  тре¬ 
буется  доказать,  что  ВС=АВ  и  АВ=ВС. 

Доказ.  Если  проведемъ  діагональ  АС, 
то  д  АВС=  Д САБ  (§  53,  теор.  4),  по¬ 
тому  что  сторона  АС  общая,  А  ВАС 
=  2  АСВ  ,такъ  какъ  АВ  ||  ВС, и  /  ВС  А  — 

—  /  САБ, такъ  какъ  ВС||АВ  (§  43,теор.4). 

Слѣдов.  соотвѣтственныя  стороны  этихъ  треугольниковъ  то¬ 
же  равны,  т.  е.  ВС=АБ  п  АВ=ВС. 

Теорема  Ч-  Если  промиву наложныя  стороны  чсмырс- 
уизльника  розны,  то  четыреуго.сьнинъ  есть  параллелограммъ. 
Дано  АВ=БС  м  ВС  -  АБ.  Требуется  доказать,  что  АВ  ||  БС 

”  До*!«АІД АВС=  Д  САБ ,  потому  сто  АВуОС;^ВС=АБ 
и  АС  общая  сторона (§  53,  теор.  1).  Слѣдов.  /ВАС—  /  АС 
и  А  ВСА=  А  САБ,  и,  значить,  АВ  ||  БС  и  ВС  ||  АБ  (*  43 , 

Г  'теорема  3.  Если  двѣ  прошивуположныя  стороны  четырс- 
уголъника  равны  и  параллельны,  то  четыреуюлъншъ  есть 

"“дГнГвС^АБв  ВС  ||  АБ.  Требуется  доказав,, что  АВ  ||  СБ. 

Доказ.  Д  АВС=  Д  САБ  (§  53 ,  теор.  2).  Слѣдов.  А  ВАС= 
/  \СБ,  а  потому  АВ  ||  БС  (§  43,  теор.  3). 

Теорема  4.  Діагоналъ  дѣлитъ  параллелограммъ  на  два 
равныхъ  треуго.гънша. 

Въ  самомъ  дѣлѣ  дАВС=дСАБ,  потому  что  сторона  АС 
общая-  /  ВАС=  А  АСБ,  такъ  какъ  по  условію  АВ  ||  С1Д,  и 
/ВСА=/БАС,  такъ  какъ  ВС  ||  АБ  (§  53,  теор.  4). 

Теорема  5.  Діагонали  п ар азмелограм ма  дѣлятся  другъ  дру¬ 
гомъ  пополамъ. 
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Чер.  96 


Дано  (чер.  95)  АВ  ||  С1)  и  АІ)  ||  ВС;  требуется  доказать, 
что  АО  =  ОС  и  ВО=ОІ). 

Дома,  д  АОВ=  д  СОІ)  (§  53,  тоор.  4), 
с  йотом  у  что  АВ=ВС  (теор.  1);  /  ВАС= 
=  /  ОСА  н  /  АВВ=  /  (Л) В ,  какъ  на¬ 
крестъ  лежащіе  (§43,  теор.  4).  Слѣдов. 
"  АО=ОС  н  ВО=ОВ. 

59.  Параллелограммъ,  еъ  которомъ  асѣ  стороны  рав¬ 
ны,  называется  ромбомъ  ({лр&і).  Такъ  (чер. 
96)  АВС1)  есть  ромбъ. 

Тев рема.  Въ  ромбѣ  діагонали,  перпенди¬ 
кулярны  другъ  къ  другу. 

Дано  АВ  ||  СВ;  АВ  ||  ВС;  АВ  =  СВ  = 
АВ— ВС.  Требуется  доказалъ,  что  АС_]_ВІ). 

Доказ.  ДВОС=ДВОС  (§  53,  теор.  1),  потому  что  сто¬ 
рона  СО  общая;  ВО— ВО  (§  58,  теор.  5)  и  ВС=ВС  по 
условію.  Слѣдов.  /  ВОС=  Д  ВОС=й. 

Слѣдствіе.  Изъ  равенства  тѣхъ-же  треугольниковъ  слѣ¬ 
дуетъ,  что  діагональ  дѣлитъ  каждый  уголъ  ромба  пополамъ, 
т.  е.  ДВС0=ДВС0. 

§  60.  Если  двѣ  параллельныя  прямыя  пересѣчемъ  двумя 
другими  перпендикулярными  къ  первымъ  и  слѣдов.  парал¬ 
лельными  между  собою  (§  43,  теор.  1),  то  получимъ  парал¬ 
лелограммъ,  который  называется  прямоугольникомъ.  Всѣ  углы 
этого  параллелограмма  будутъ  прямые  и  слѣдов.  можно  ска¬ 
зать,  что  прямоугольникъ  есть  параллелограммъ,  въ  которомъ 
всѣ  углы  прямые. 

Теорема.  Въ  прямоугольникѣ  діагонали  раины  между  со¬ 
бою,  т.  е.  въ  прямоугольникѣ  АВСВ  (чер. 
97)  АС=ВВ,  потому  что  дАВС=ДВВС, 
в  такъ  какъ  сторона  ВС  общая;  АВ==ВС  и 
Д  АВС=  Д  ВСВ,  какъ  прямые  (§  53,  теор. 
2,  сдѣд.). 

§  61.  Прямоугольникъ,  въ  которомъ  ето- 


Чер.  97, 


роны  равны 
Чер.  96. 


,  называется  квадратомъ  ^иабгаге — дѣлать  ква¬ 
дратъ).  Напр.(чер.  93)  АВСВ  есть  квадратъ.  Мож- 
в  но  тоже  назвать  квадратомъ  ромбъ,  у  котораго 
всѣ  углы  прямые.  Въ  квадратѣ  діагонали  равны 
(§60),  перпендикулярны  другъ  къ  другу  и  дѣлятъ 
рлы  при  вершинахъ  пополамъ  (§  59). 

О 
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§  62.  Опредѣленная  часть  плоскости,  которая  ограничена 
ломаной  линіей,  составленной  изъ  5-тн,  б  тн  и  т.д.,  вообще 
изъ  и  прямыхъ  линій,  называется  пятиугольникомъ,  шести¬ 
угольникомъ  и  т.  д.  п — угольникомъ.  Слѣдов.  многоугольни¬ 
комъ  называется  опредѣленная  чаетъ  плоскости,  ограничен¬ 
ная  замкнутой  ломаной  линіей. 

Разстояніе  между  вершинами  двухъ  угловъ  многоугольни¬ 
ка,  не  прилежащихъ  къ  одной  сторонѣ,  называется  діаго¬ 
налью  многоугольника.  Во  всякомъ  многоугольникѣ  столько 
сторонъ,  сколько  угловъ.  Изъ  вершины  угла  многоугольника 
мозкно  провести  столько  діагоналей,  сколько  сторонъ  безъ 
трехъ,  и  втгши  діагоналями  многоугольникъ  раздѣляемся 
на  столько  треугольниковъ,  сколько  сторонъ  безъ  двухъ.  По¬ 
тому  что  изъ  вершины  всякаго  угла  можно  провести  по  од¬ 
ной  діагонали  въ  вершину  каждаго  изъ  остальныхъ  угловъ, 
за  исключеніемъ  того  угла,  изъ  вершины  котораго  діагонали 
проводятся,  и  двухъ  угловъ,  имѣющихъ  по  одной  сторонѣ, 
общей  со  сказаннымъ  угломъ.  Въ  каждый  изъ  треугольни¬ 
ковъ,  образуемыхъ  этими  діагоналями,  войдетъ  по  одной  сто¬ 
ронѣ  многоугольника,  за  исключеніемъ  двухъ  крайнихъ  тре¬ 
угольниковъ,  въ  которые  войдетъ  по  двѣ  стороны  много¬ 
угольника. 

§  63.  Уголъ,  составленный  двумя  послѣдовательными  сто¬ 
ронами  многоугольника,  папр.  (чер.  99)  А  АВС,  называется 
внутреннимъ  угломъ  многоугольника  или, 
просто,  угломъ  многоугольника.  Уголъ, 
составленный  одной  стороной  я  продол¬ 
женіемъ  другой,  проходящей  чрезъ  ту 
же  вершину;  шшр.  А  А  ЕС,  называет¬ 
ся  внѣшнимъ.  Когда  внутренній  уголъ  бо¬ 
лѣе  2 (I,  какъ  напр.  (чер.  100)  /  АВС, 
то  опъ  называется  входящимъ  угломъ. 

Внѣшній  уголъ,  соотвѣтствующій  входя-щему,  есть  /АВѴ. 

Теорема  I  -  Сумма  угловъ  веншпо  мноюую.шиим  равняет¬ 
ся  2й,  повтореннымъ  столько  раз а,  сколько  многоугольникъ 
имѣетъ  сторонъ  безъ  двухъ. 

Данъ  многоугольникъ,  у  котораго  п  сторонъ  и  требуется 
доказать,  что  сумма  его  угловъ— 2(1  (» — 2)=2Лп — 4(1. 


Докаг.  Если  игъ  вершины  одного  угла  многоугольника 
проведемъ  діагонали  въ  многоугольникѣ,  то 
многоугольникъ  раздѣлится  на  треугольника, 
число  которыхъ  равно  п — 2  (какъ  было  ска¬ 
зано  въ  §  62).  Сумма  угловъ  всѣхъ  этихъ 
треугольниковъ  равна  суммѣ  угловъ  даннаго 
многоугольника;  но  сумма  угловъ  одного  тре 
угольника  =  2 сі,  то,  значитъ,  сумма  угловъ 
даннаго  многоугольника  =  Ы  (»  —  2)  или 
2йп— 4й,  что  я  требовалось  доказать. 
Если  въ  многоугольникѣ  нѣтъ  входящаго  угла, 
и  если  при  каждой  вершинѣ  многоугольника  построимъ  по 
одному  внѣшнему  углу,  то  сумма  всѣхъ  этихъ  внѣшнихъ 


угловъ  равняется  Ы. 

Доказ.  Каждый  внутренній  уголъ  многоугольника  вмѣстѣ 
с т.  соотвѣтствующимъ  ему  внѣшнимъ  угломъ  составляетъ 
2Й,  какъ  смежные  (§  32,  теор.  2).  СлѢдов.  сумма  всѣхъ 
внутреннихъ  угловъ  съ  соотвѣтствующими  имъ  внѣшними 
въ  и— угольникѣ  равняется  Ып.  Вычитая  изъ  этой  суммы 
сумму  внутреннихъ  угловъ,  т.  е.  2 Ап — 4<2,  получимъ  сум¬ 
му  всѣхъ  внѣшнихъ  угловъ,  которая  бу¬ 
детъ  ЧАп— (.Ып— Щ=Ы,  что  и  требо¬ 
валось  доказать. 

Замѣчаніе.  Если  въ  многоугольникѣ  сети  вхо¬ 
дящіе  угли,  «і  сумма  внѣшнихъ  умовъ  безъ  уг¬ 
ловъ  внѣшнихъ,  соотвѣтствующихъ  .ХОДЯЩИМЪ 

угломъ,  равна  Ы.  Такъ  іп.  іиестиугольнииѣ  сг  од¬ 
нимъ  входящимъ  угломъ  (мер.  101)  а+Ь-}-с-)- 
1^-е.—Ъ== ІЛ,  потому  что  входящій  уголъ  безъ 

угла,  соотвѣтствующаго  внѣшнему,  —ЧА. 


Чер.  101. 


§  64.  Многогоугольники  называются  равными,  если  совпада¬ 
ютъ  во  всѣхъ  частяхъ  при  наложеніи  другъ  па  друга.  Въ 
равпыхъ  многоугольникахъ  части  совмѣщающіяся  называются 
соотвѣтствующими.  Соотвѣтственны»  діагонали  равныхъ 
многоугольниковъ  равны. 

Теорема  1.  Діагонали,  проведенныя  изъ  соотвѣтствен¬ 
ныхъ  угловъ  равныхъ  многоугольниковъ,  раздѣляютъ  ихъ  на 
одинаковое  число  риотехъ  и  соотвѣтственно  расположен¬ 
ныхъ  треугольниковъ.  Потому  что  многоугольники,  какъ  рав¬ 
ные,  совмѣстятся,  причемъ  совмѣстятся  и  треугольника,  и 
слѣдовательно  послѣдніе  равны  между  собою. 

Теорема  2-  Если  два  мноюуольника  діагоналями  раздѣ- 
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ляются  на  одинокое  число  равныхъ  и  соотвѣтственно  рас¬ 
положенныхъ  треугольниковъ,  то  многоугольники  равны  меж¬ 
ду  собою,  потому  что  они  совмѣстятся  при  наложеніи  другъ 
на  друга. 

Ы 

§  65.  Если  возьмемъ  уголъ,  равпый  — ,  гдѣ  к  какое  нн- 

будь  цѣлое  число,  и  будемъ  его  откладывать  при  точкѣ  О 
(чер.  102),  то  и  такихъ  угловъ  составятъ  Ы. 

Если  отъ  точки  О  отложимъ  по  направ¬ 
ленію  всѣхъ  полученныхъ  прямыхъ  равныя 
части  ОК=ОЬ=ОМ=....  и  соединимъ  всѣ 

точки  К,Е,М,К . прямыми  КВ,  ЕМ,  МК...., 

то  получимъ  многоугольникъ,  у  котораго  всѣ 
углы  равны  и  всѣ  стороны  равны ,  такъ  какъ 
д  ОКЪ=  д  ОЬМ=  Д  О  ММ  .  (имѣ¬ 

ютъ  по  равному  углу  между  двумя  равными  сторонами);  та¬ 
кой  многоугольникъ  называется  правильнымъ.  Слѣдовательно 
правильнымъ  многоугольникомъ  называется  такой,  у  кото¬ 
раго  всѣ  углы  и  вегъ  стороны  равны  между  собою. 

Н&пр.  равносторонній  треугольникъ  и  квадратъ  суть  пра¬ 
вильные  многоугольники.  Всякій  уголъ  правильнаго  » — уголь  - 
'  Щп—Ч) 

ника  равняется  — ^ —  . 

Теорема  I.  Перпендикуляры,  возставленные  изъ  срединъ 
сторонъ  правгыьнто  многоугольника,  и  равнодѣлящія  угловъ 
его  сходятся  въ  одной  общей  точки,  называемой  центромъ 
правшѣнало  многоуго.ѣнила. 

Доказ.  Раздѣлимъ  два  угла,  напр.  /  А  и  /В,  правиль¬ 
наго  многоугольника  пополамъ  (чер.  103).  Равно  дѣлящія  этихъ 
угловъ  пересѣкутся  въ  нѣкоторой  точкѣ  О. 

Соединяя  эту  точку  съ  вершинами  всѣхъ  уг¬ 
ловъ  многоугольника,  получимъ  треугольни¬ 
ки  ОБО,  ОСБ,  ОБЕ,  и  т.  д.,  которые  всѣ 
равны  между  собою. Дѣйствительно, въ  д  ОВА 

I  ОВА  ОАВ  =  ,  а  тамъ 

какъ  /  В—  А,  то  и  /  ОВА=  ^  ОАВ 
(аке.  4)  и,  значитъ,  дОВА  равиобедреиний,  т.  е,  ОВ=ОА 
(§52,  теор.  2).  Притомъ  дОВА=дОВС,  такъ  какъ  сто¬ 
рона  ОН  общая,  ВА=ВС,  кажъ  стороны  правильнаго  мно- 


Чер.  108 
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гоугольника,  и  /ОВС  =-^у  — /ОБА;  слѣд.  дОВС 
равнобедренный,  а  потому  сторона  ОС  =  ОВ  и  ^ОСВ  = 
—  /  ОВС  .  Такомъ  же  образомъ  докааіемъ,  что  Д  ОВС^ 

=  дОСП  — дОПЕ  и  т.  д.  послѣдовательно.  Итакъ,  прямыя 
ОС,ОІ),ОЕ  и  т.  д.  суть  равнодѣлищія  угловъ  С,І),Е  ит.  д.; 
всѣ  онѣ  сходятся  въ  одной  точкѣ  О,  которая  и  есть  центръ 
многоугольника.  Перпендикуляры,  возставленные  изъ  срединъ 
сторонъ  АВ, ВС, СП  н  т.  д.,  т.  е.  РО, до, КО  н  т.  д.,  прой¬ 
дутъ  тоже  чрезъ  точку  О,  потому  что  ОА— ОВ=ОС=ОП 
и  т.  д.,  (§  В 5,  слѣд.). 

Замѣчаніе.  Чтобы  найти  центръ  правильнаго  многоуголь¬ 
ника,  должно  построить  рашюдѣлящія  двухъ  угловъ  его  и 
точка  ихъ  пересѣченія  будетъ  искомая.  Или,  должио  возста¬ 
вить  перпендикуляры  изъ  средины  двухъ  сторонъ  до  взаим¬ 
наго  пересѣченія  ихъ  въ  искомой  точкѣ. 

Разстояніе  центра  отъ  стороны,  т.  е.  длина  ОР,  0(^  и 
т.  д.,  навипавтся  аповемою  правильнаго  многоугольника.  Всѣ 
а  полем  ы  правильнаго  многоугольника  равны  между  собою, 
потому  что  въ  равныхъ  треугольникахъ  высоты  равны  (§  53, 
теор.  4,  слѣд.  4). 

Теорема  2.  Два  правильные  многоугольника  одинокаго  чис¬ 
ла  сторонъ  'равны  между  собою,  если  сторона  одном  рав¬ 
на  сторонѣ  д ругаю,  потому  что  веѣ  стороны  ихъ  и  всѣ  уг¬ 
лы  будутъ  равны,  и,  значитъ,  многоугольники  совмѣстятся  при 
наложеніи. 


ОТДѢЛЪ  XXX. 

Взаимное  положеніе  прямыхъ  «  окружности. 

Хорды  п  касательныя. 

§  66.  Теорема.  Прпмая  можетъ  пересѣкать  окружность 
не  болѣе,  конъ  въ  двухъ  точкахъ. 

Доказ.  Если  бы  прямая  имѣла  три  точки  на  окружности, 
то  разстоянія  этихъ  трехъ  точекъ  отъ  центра  были  бы  рав¬ 
ны  между  собою,  какъ  радіусы  окружностей,  чего  бить  не 
можетъ ,  потому  что  изъ  центра  нельзя  провести  къ  прямой 
трехъ  равныхъ  наклонныхъ  (§  38,  теор.  2  слѣд.). 
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§  67,  Если  возьмемъ  на  окружности  двѣ  какія  пибудь  точ¬ 
ки' С  и  Б  (чер.  104)  и  проведемъ 
чрезъ  нихъ  прямую  ЕР,  то  такая 
прямая  называется  сѣкущей.  Слѣдов. 
сѣкущей  называется  прямая,  пере¬ 
сѣкающая  окружность  въ  двухъ  точ¬ 
кахъ.  Часть  сѣкущей,  лежащая  вну¬ 
три  окружности,  есть  хорда  (§21). 

Хорда,  не  проходящая  черезъ  центръ, 
іѣлнтъ  окружность  на  двѣ  неравныя 

и  мы  будемъ  веегда  подъ  словами:  „дуга,  стягиваемая 

хордою"  разумѣть  меньшую  изъ  двухъ  дугъ. 

Теорема  І  Бъ  той  же,  или  въ  двухъ  'равныхъ  окруж¬ 
ностяхъ,  большая  дуга  стягивается  большею  хордою. 

Пусть  дано:  о  АВ>иА,В'  (чер.  105);  требуется  доказать,  что 

ЛИ?ок«з.  Отложимъ  на  большей  дугѣ  отъ  точки  А  дугу  АС 
равную  и  А'В';  проведемъ  хорду  АС  а  кон-  Чіц».  юз. 

ЦН  двухъ  хордъ  АВ  И  АС  соединимъ  пря¬ 
мыми  съ  центромъ  О.  Въ  треугольникахъ 
АОС  н  АОИ  стороны  ОА=ОС=ОВ,  какъ 
радіусы,  и  ^  АОВ>  ^  АОС  (яке.  8),  а  по¬ 
тому  АВ>АС  (§  55,  тоор.  П.  Но  о  АС  — 

—  и  А'В', значить,  и  хорда  АС=А  В  (§  22, 
теор.  1).  Слѣдов.  АВ>А'В'  (акс.  7),  что  и 
требовалось  доказать. 

Теорема  %  обр.  Іклъшая  хорда  стягиваетъ  большую  дугу. 

Іано  АВ>А'В';  требуется  доказать,  что  о  АВ>  «  л  н  . 

Доказ.  ы  АВ  ие  можетъ  быть  равна  и  А  В  потому  что 
тогда  било  бы  и  АВ=А'В'  (§  22,  теор.  I);  -  АВ  ие  мш^т» 
быть  меньше  и  А' В',  потому  что  тогда  пыла  бы  и  хорда  ЛЬ<Л 
(теор.  1).  Слѣдов.  и  АВ>у  А'В'  (акс.  9). 

§68.  Теорема-  Діаметръ,  перпендикулярный  къ  хорбѣ,  бѣ¬ 
литъ  хорду  и  обѣ  дуги,  которыя  она  стя¬ 
гиваетъ  пополамъ. 

Пусть  дано:  діаметръ  АВ_І_КЬ  (черт.  106) 
и  требуется  доказать,  что  КІ=Ы;  о  ВК— 

=оВЬ  н  ѵіАК=оАЬ. 

Топаз.  Наклонныя  ОК  н  ОЬ  равны,  какъ 
радіусы,  и  слѣдов.  КІ=Ы  (§  35,  слѣд.).  Если 
же  точка  I  есть  средина  КБ,  то  всѣ  точки 
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перпендикуляра  АВ,  проведеннаго  чревъ  с  редан  у  КЬ,  нахо¬ 
дятся  въ  равномъ  разстояніи  отъ  концовъ  хорды  КЪ  (§  35, 
теор.  2);  т.  с.  ВК=ВЬ  и  КА=гАЬ,  а  потому  и  ВК— и  ВЪ 
н  и  АК=иАЬ  (§  22,  теор.  2),  что  н  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе  I.  Пари снд икуляръ ,  возстановленный  изъ  сре¬ 
дины  хорды,  совпадаетъ  съ  діаметромъ  окружности. 

Слѣдствіе  2.  Геометрическое  мѣсто  центровъ  окружно¬ 
стей,  проходящихъ  чрезъ  двѣ  данныя  точки  А  и  В,  есть 
перпендикуляръ,  проведенный  чрезъ  средину  АВ. 

Задача.  Найти  центръ  дуги  иш  окружности. 

Рѣш.  Изъ  средины  двухъ  хордъ  возставить  перпендикуляры, 
точка  пересѣченія  которыхъ  есть  центръ  дуги  или  окружности. 

§  69.  Теорема  1-  Въ  той  же,  или  въ  двухъ  равныхъ  окруж¬ 
ностяхъ,  равныя  хорды  равно  удалены  отъ  'центра. 

Дано  (чер.  107)  АВ=СТ);  требуется  доказать,  что  пер- 


Чср.  107. 


пеидикуляры,  опущенные  изъ  центра  О  па 
эти  хорды,  равны,  т.  е.,  что  ОК=ОЬ. 

Доказ .  Прямоугольные  треугольники  АОК 
и  СОЬ  равны  (§  53,  теор.  3 ,  слід.), такъ  какъ 
они  имѣютъ  по  равной  гипотенузѣ  АО=СО 
и  по  равному  катету  АК=СЬ,  какъ  подо- 
випы  равныхъ  хордъ  (а.кс.  4),  потому  что 
по  §  68  точки  КиЬ  суть  средины  ихъ.  Слѣ- 


дов.  трепчх  стороны  этихъ  равныхъ  треугольниковъ  тоже  рав- 
вы,  т.  е.  ОК=ОЬ. 

Теорема  2,  од.  Хорды, равноудаленныя  отъ  центра, равны. 

Дапо  0К=0Ь;  требуется  доказать,  что  АВ=СП. 

Доказ.  дАОК=дСОЬ,  потому  что  АО=СО  и  ОК— ОЬ 
(§  53,  теор.  3  слѣд.).  Слѣдов.  АК-^СП  и  2АК=2СЬ  (акс.  4). 
Но  какъ  по  теоремѣ  §  68  точки  К  и  В  суть  средины  хордъ, 
то  АВ=СІ). 

Теорема  3.  Въ  той  же,  и.т  въ  двухъ  равныхъ  окружно¬ 
стяхъ,  бо.ѣиіая  хорда  ближе  къ  центру,  чѣмъ  меньшая. 
Дано  (чер.  108)  АВ>(Л)  и  требуется  доказать,  что  длина 
перпендикуляра  ОК<ОЬ. 

Доказ.  ѵАВ>оСП,  потому  что  АВ>СП 
(§  67,  теор.  2).  Отложимъ  иа  дугѣ  АВ 
отъ  А  дугу  АѴ,  равную  СВ,  проведемъ 
хорду  АѴ  и  опустимъ  па  пея  перпенди¬ 
куляръ  01,  тогда  ОКсОО,  такъ  какъ  ОК 
перпендикуляръ  н  00  ааклоииая  къ  хор¬ 
дѣ  АВ  (§  37).  Но  О«<01  (алс.  8), 


108. 
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а  потому  и  0К<01.  Притомъ  АѴ=СВ  такъ  какъ  ыАѴ=  оСІ) 
(§  22,  теор.  1),  и  по  теоремѣ  1-й  01=  ОЬ;  слѣдов.  (акс.  7) 

<)КТм»рема  4,  О 6р.  Хорда,  которая  ближе  къ  центру,  боль¬ 
ше  хорды,  которая  далѣе  от»  центра. 

*аио  ОК<ОЬ;  требуется  доказать,  что  АВ>ОП. 

’Ыаз  АВ  не  можетъ  быть  равно  СП,  потому  что  тогда 
быѴо  бы  и  ОК— ОЬ  (теор.  1).  АВ  не  можетъ  быть  меньше 
СП,  потому  что  тогда  было  бы  ОК  >  ОЬ  (тер.  3).  Слѣдов. 

Т70.  Подставимъ  себѣ,  что  сѣкущая  ЕР  (чер.  109)  вра¬ 
щается  ОКОЛО  ОДНОЙ  неподвижной  Чер.  109. 

точки  пересѣченія  А ,  причемъ  дру¬ 
гая  точка  пересѣченія  В  прибли¬ 
жается  КТ.  А  И  сѣкущая  принима¬ 
етъ  послѣдовательно  положенія 
Е1РІ,  Е,Р,  и  т.  д.  Когда  обѣ  точ¬ 
ки  пересѣченія  сольются  въ  одну, 
сѣкущая  будетъ  имѣть  только  одпу 
общую  точку  А  съ  окружностью. 

Такую  сѣкущую  называютъ  каса¬ 
тельно».  Такимъ  обряяотъ  касательною  прямою  къ  окружности 
называется  прямая,  имѣющая  только  одну  оощую  точку  съ  ок¬ 
ружностью.  Эта  общая  точіса  называется  точкою  касанія. 

Замѣчаніе  Касательною  можно  тоже  назвать  такую  сѣ¬ 
кущую,  у  которой  обѣ  точки  пересѣченія  сливаются  въ  од- 

и  Теорема  1-  Всякая  прямая,  перпендикулярная  къ  раді¬ 
усу  и  проходящая  чрезъ  точку  пересѣченія  радіуса  съ  ок¬ 
ружностью,  есть  касательная  къ  окружности. 

Пусть  дано  АВ±СО  (чер.  1 1 0)  и  требуется  доказать,  что 
АВ  есть  касательная,  т.  е.  что  АВ  имѣетъ  Чер.  по. 

только  одну  точку  С  общую  съ  окруж¬ 
ностью. 

Доказ.  Соединивъ  какую  нибудь  точ¬ 
ку  прямой  АВ  (кромѣ  точки  С),  наир, 
точку  Е,  еъ  центромъ,  замѣтимъ,  что  ОЕ, 
какъ  наклонная,  больше  перпендику¬ 
ляра  ОС  (§  37),  т.  е.  больше  раді¬ 
уса,  а  потому  всѣ  точки  іірямой  АВ 
(кромѣ  С)  лежатъ  внѣ  окружности.  С.гЬ- 


доп.  АВ  имѣетъ  только  одну  общую  точку  С  съ  окружностью, 
т.  е.  АВ  есть  касательная. 

Теорема  2,  ѳбр.  Касательная  перпендикулярна  къ  радіусу, 
проведенному  въ  точку  касанія. 

Пусть  АВ  касается  въ  точкѣ  С  съ  окружностью  и  требует¬ 
ся  доказать,  что-  ОСхАВ. 

Доказ.  Всякая  точка,  вапр.  Е,  прямой  АВ  (кромѣ  точки 
С)  лежитъ  внѣ  окружности,  а  потому  ОЕ>ОС  и  слѣдов.  ОС  есть 
кратчайшее  разстояніе  точки  О  отъ  прямой  АВ,  т.  е.  ОС  есть 
перпендикуляръ  къ  АВ  (§  37). 

Слѣдствіе  I.  Чрезъ  точку  окружности  можно  провести 
только  одну  касательную  къ  окружности  (§  35,  тпор.  1). 

§  71.  Теорема.  Душ  окружности ,  заключенныя  между 
параллельными  прямыми,  равны. 

Тутъ  можетъ  быть  три  случая: 

1)  Обѣ  прямыя  АВ  и  СП  (чер.  111)  сѣкущія. 

Дапо  АВ  ||  СП  и  требуется  до¬ 
казать,  что  и  КЬ=г  и  ММ- 

Доказ.  Проведемъ  діаметръ  О?, 
перпендикулярный  къ  АВ;  тогда  бу¬ 
детъ  дРхСП,  такъ  какъ  по  ус¬ 
ловію  АВ  ||  СП  (§  43,  теор.  2).  Но 

§г»з  и  дь^ди  и  одк=одм, 

слѣд.  и  разности  этихъ  дугъ  рав¬ 
ны  (акс.  2),  ?.  е. 

одь-идк^дп-одм 

или  оКЕ=иМК. 

2)  Одна  прямая  ЕО,  касательная  въ  точкѣ  д,  другая  СП 
сѣкущая. 

Дано  ЕС  Л  СИ;  требуется  доказать,  что  ^дЪ—  идК. 

Доказ.  Касательная  ЕС  _|_  дР  (§  70,  теор.  2),  слѣдов. 
дРХСП,  такъ  какъ  по  условію  ЕС  ||  СП;  значитъ  по  §  68 

^дь^идя. 

3)  Обѣ  прямыя  ЕС  и  Ш  касательныя  въ  точкахъ  днР. 
Дано  ЕС  ||  НІ  н  требуется  доказать,  что  и  дКР—  о  дМР. 

Доказ.  Радіусы  Од  и  ОР  лежатъ  въ  одной  прямой,  соста¬ 
вляющей  діаметръ,  потому  что  радіусъ  Од±ЕС  (§  70,  теор.  2), 
значитъ  и  къ  НІ  (§  43,  теор.  2),  притомъ  изъ  точки  О  мож¬ 
но  опустить  только  одинъ  перпендикуляръ  на  прямую  НІ  (§  36); 
слѣдов.  ыдКР=идМР,каісъ  полуокружности. 


Чер.  ш. 
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Вннеанпые  н  оинеамнме  углы. 

§  72.  Уголъ  АОВ  (чер.  112),  вершина  котораго  въ  цент¬ 
рѣ  окружности,  называется  цен¬ 
тральнымъ  угломъ.  Уголъ  НЕЕ, 
вершина  котораго  находится  па  ок¬ 
ружности,  называется  вписаннымъ 
угломъ ;  а  уголъ  ЬМЕ,  стороны  ко¬ 
тораго  касаются  окружности — опи¬ 
саннымъ  угломъ. 

Теорема  І.Ляксонмый  уюлъра- 
венъ  половинѣ  центральнаго  угла, стирающагося  на  туже  дуг!)- 

Разсмотримъ  три  случая  отдѣльно: 

1- й  случай.  Положимъ,  что  вписанный  уголъ  АВС  (чер.  1 1 3) 
составленъ  изъ  діаметра  ВС  н  хорды  АВ.  и  чер.  пз. 

ДАОС 

докажемъ,  что  X  АВС= - —  • 

Доказ.  Въ  Д  АОВ  внѣшній  уголъ  АОС  ра¬ 
венъ  суммѣ  двухъ  несмежныхъ  внутреннихъ 
угловъ  (§  48),т.е.  д  АОС--  /  АВС-|-  Д  ВАС). 

Но  Д  АОВ  равнобедренный,  такъ  какъ  АО= 

=ВО,  ісакъ  радіусы,  и  слѣдов .  Д  АВС= 

=  /  ВАО  (§  52,  теор.  1),  а  потому  Д  АОС— 2  А  АВС;  откуда 

2- й  случай.  Положимъ,  что  вгшеаппый  уголъ  АВС  (чер.  1 14) 
составленъ  изъ  двухъ  хордъ  АВ  и  ВС,  меж¬ 
ду  которыми  лежитъ  центръ,  и  докажемъ ,  что 

Доказ.  Проведя  діаметръ  ВК,  находимъ 
по  1-му  случаю: 

/АВК=^Жи  ХКВС  =  ^0С. 

2  2 
складывая ,  получимъ 

,  1И.  ,  /АОК+/КОС  АОС. 

Д  АВК  4-  д  КВС  - . - -■ — ; - или  /  АВС= — 


Чер.  115. 


3-й  Случай.  Положимъ,  что  вписанный  уголъ  ЛВС  (чер.  115) 
состоитъ  тъ  двухъ  хордъ  АВ  н  ВС,  ле¬ 
жащихъ  по  одну  сторону  центра,  и  дока- 

/ЛОС 

жемъ ,  что  /  АВС - • 

Доі саг.  Проведя  діаметръ  ВК, находимъ  по 
1-му  случаю: 

/  АВК=  ^§-К  и  /  СВК-— 
вычитая  изъ  перваго  равенства  второе,  полу¬ 
чимъ:  . 

/  АОК —  /  СОК  .  .  ,,,,  _  /  АОС 

/  АПК-  /  СВК  =  4і - ^ - ,  или  /  АВС - 2~- 

Слѣдствіе  1.  Вгм  вписанные  углы,  опирающіеся  на  одну 
и  ту  'же  дугу,  равны  между  собою. 

Слѣдствіе  '2.  Уголъ,  вписанный  въ  полуокружность  и  опи¬ 
рающійся  на  діаметръ,  есть  прямой  уголъ.  Потоку  что,  про¬ 
веди  чрезъ  вершину  Р,  угла  АВС  (чер.  ПО)  Діаметръ  Ыц 
имѣемъ:  ,  ,  ,.,и. 

Пер.  116.  /  АВК=  и  /  кве  =  — д— ; 

складывая  и  замѣчая,  что 
/  АОК  +  /  КОС  ^  Ы  (§  32,  теор.  2), 

В-  имѣемъ: 

„„„  /  АОК+  /  КОС  , 

/  АВК  -ь  /КВС=.= - Ту - *  > 

т.  о.  уголъ  В  прямой. 

Замѣчаніе.  Если  вписанный  уголъ  болѣе  прянаго,  то  со¬ 
отвѣтствующій  ему  центральный  уголъ  болѣе  двухъ  прямыхъ. 
Напр.  углу  ІВС  соотвѣтствуетъ  центральный  уголъ,  опираю¬ 
щійся  на  дугу  1КС,  т.  е.  уголъ:  4й—  /ЮС. 

Теорема  2.  Угол,  составленный  хордою  ы  касатс-иноп , 
проведенной  череп  конецъ  хорды,  равенъ  полотнѣ  цен-. 


Чер.  117. 


тральнаго  уыа,  который  опирается 
на  діру,  стягиваемую  хордою  (чер.  1  1 7). 

Пусть  данъ  /.ЛВС,  составленный 
хордою  ВС  и  касательной  В  А;  трс- 

...  /  вое 

буотси  доказать,  что  /  АВ О-  ^ —  • 

Докиз.  Чрезъ  точку  С  проведемъ  хор¬ 
ду  СЕ  ||  ЛВ,  н  соединимъ  прямою  ЕВ 


-СТ- 


точкн  К  н  В,  то  подучимъ  д  ВВС,  иг  которомъ  К II г  ВО, 
потому  что  и  КВ=и  ВС  (§71,  с-гуыак  2  н  слѣдои.  /  -  Ь- 
=  /  ВЕС  (§52,  теор.  1),  притомъ  /ЛВС—  /ВСЕ  3 
теор.  4.  Но,  по  1-Й  теоремѣ, 

/  ВЕС  =  значитъ  п  /  АВС=^^. 

Тея  мема  3  Угол  съ  вершиною  внутри  окружности  ра¬ 
венъ  половинѣ  суммы  центральныхъ  ір.ювъ,  дут  ко торыхі 
заключены  между  сторонами  даннаго  угла  и  продолже¬ 
ніемъ  этихъ  сторонъ,. 

Пусть  данъ  /  АВС  (чер.  ИЗ)  и  требуется  доказать,  что 

,авс  =  Л“5±^!?  . 

Доказ.  Соединимъ  точки  С  н  1)  прямою  ; 

СВ  то  уголъ  ЛВС  сеть  внѣшній  уголъ  А  СШ»  , 
а  потому  (§  48)  /АВС=/ЛІ>С4  /  ВСЕ. 

Но,  но  теор.  1, 

/  АВС  -  /^)С  Н  /  ВСЕ=  ^-Г\  слѣд. 

/АВС=^+^. 

Теряна  4.  Уголъ  съ  вершиною  онѣ  окружности  равенъ  по- 
ловитъ  разности  центральныхъ  уг¬ 
ловъ,  дуги  которыхъ  заключены  меж¬ 
ду  сторонами  данною  угла.  Разсмо¬ 
тримъ  три  случая  отдѣльно. 

7-й  случай.  Пусть  данъ  /  АВС  ^ 

(чер.  119),  стороны  котораго  сѣкущія, 
м  требуется  доказать,  что 


/АВС 


/ЛОС-/ЕОВ 


Показ.  Соединимъ  А  съ  1)  прямою  АВ,  тогда  уголъ  АВС 
будетъ  внѣшнимъ  угломъ ДАВВ,  и  едѣдов.  (§48). 

/АВС=/АВС+/КА1>, 
^ЛВС^/АПС-^АП;  ,ов 

по,  по  теор.  1-Й,  /  АВС - —  «  А  ЕЛІ  а  ’ 

,  4Т,„  /ЛОС-/ЕОП 
вставляя,  получимъ:  /  ЛВС  — - - - 


Торлго:  сѣкущая  В  Л  и  касательная  ІЮ;  требуется  Доказан. , 


что  /  АВС= 

Чер.  120. 


/  АОС  —  /  КОС 


Дочшз.  Соедяшгя  А  съ  С  прямою  АС,  по¬ 
лучимъ  ДАВС;  тогда 
внѣшній  /  АСО  ^  /  АВС  /  ВАС; 
откуда  /  АВС=АС6 —  /  ВАС. 

/  \0С 

Но,  по  теор. 2-й,  /  АССг= — и.  но  тсор. 
1-й,  /  ВАС 

Слѣдов.  /  АВС—  А  АОС—/КОС  _ 

3-й  случай.  Пусть  данъ  описанный  /  АВС  (чер.  121), 
т.  е.  уголъ,  стороны  котораго  касательныя  БА  в  ВС.  Тре¬ 
буется  доказать,  что 

^авс=^-^а0С)7^а0С= 
=2Л — /АОС. 

Донял.  Соединимъ  А  ы  С  прямою  АС, 
то  въ  дАВС 

внѣшній/  АСЕ  = /  АВС-4-  /  ВАС (§  48). 
Е  Откуда  /  АВС  =  /  АСЕ  —  /  ВАС.  Но, 

а  ,  44 —  /  АОС 

по  теор.  2,  /  АСЕ  — - - -  и 

ДІЬС=/^°  О*.  ^АВС=<“^АОС,-^АОС  = 

=1Л — /АОС. 

Задача.  Чрезъ  данную  точку  внѣ  окружности  провес  ти 
касательную  къ  этой  окружности. 

Рѣшеніе.  Принимая  разстояніе  АО  данной  точки  А  (чер. 

122)  отъ  центра  О  данной  окружное- 

Чрп  122 .  • 

ѵ  тп  за  діаметръ,  опишемъ  другую  ок¬ 

ружность,  которая  пересѣчетъ  данную 
въ  двухъ  точкахъ  К  и  В.  Соединивъ 
^ . _ точку  А  еъ  точками  К  и  В,  полу¬ 

чимъ  двѣ  касательныя  АК  н  АЬ  къ 
окружности,  потому  что  /ЛКО  и 
/  Л  СО  суть  прямые  углы  (тсор.  1, 
слѣд.  2)  и  слѣдов.  АК  и  АС  перпендикулярны  къ  радіусамъ 
(§70,  тсор.  1). 


—  О!)  — 


Плінсаііимс  п  «нііеапні.іп  шіого.тгплі.иики. 


§  73.  Если  на  окружпостн  возьмемъ  нѣсколько  точекъ, 
налр.  (чер.  123)  точки  А, В, С, В  и  со¬ 
единимъ  ихъ  прямыми  АВ,ВС,СБ,ВА, 
то  получимъ  многоугольникъ,  который 
называется  вписаннымъ;  т.  е.  вписан¬ 
нымъ  называется  многоугольникъ,  вер¬ 
шины  угловъ  котораго  л  «катъ  на  ок¬ 
ружности.  Если  же  чрезъ  нѣсколько 
точекъ,  няпр.  А, В,С,1),  окружности  про¬ 
ведемъ  касательныя,  то  каждая  каса¬ 
тельная,  напр.  въ  А, пересѣчетъ  вход¬ 
ной  течкѣ  каждую  изъ  касательныхъ 
двухъ  точекъ  В  и  I),  между  которыми  лежитъ  А,  и  такимъ 
образомъ  получится  многоугольникъ  ЕК6Н,  называемый  опи¬ 
саннымъ;  т.  е.  описаннымъ  называется  многоугольникъ,  сто¬ 
роны  котораго  суть  меатальныя  къ  окружности. 

Теорема  1.  Всякій  равносторонній  вписанный  многоу¬ 
гольникъ  есть  и  равноугольный,  т.  е.  правильный . 

Пусть  даігытисанішй  многоугольникъ  АВСиЕЕ(чер.  124), 


Чер.  123. 


у  котораго  стороны  равны  п  требуется  до¬ 
казать,  что  онъ  правильный,  т.  е.  н  углы 
его  равны. 

Доказ.  Соединимъ  вершины  многоуголь¬ 
ника  съ  центромъ  О  прямыми;  получимъ  тре¬ 
угольники:  дАОВ;  ДВОС;  дСОІ)  и  т.  д.,  у  ^ 

которыхъ  стороны  АВ=ВС=Е1)= . .  по 

условію,  н  стороны  ОА=ОЕ=ОС=ОІ)— .., 
какъ  радіусы,  значитъ  эти  треугольники  равны  (§53,  теор. 
1);  притомъ  каждый  изъ  нихъ  равнобедренный,  а  потому 
всѣ  углы  при  основаніяхъ  этихъ  треугольниковъ  равны  (§ 
52,  теор.  1),т.  е.  /  АВ0=  /  ОВС=  /  ВСО=  /  0(Я>=.... 
Слѣдов.  и  углы  многоугольника  тоже  равны,  какъ  двойные 
равныхъ  (акс.  4);  т.  е,  /  А=  /  В=  /  С=  /  І)= . 

Слѣдствіе.  Ес.т  окружность  раздѣлена  на  равныя  ча¬ 
сти,  то,  соединяя  поелѣдоваме.іънын  точки  дѣленія  пря¬ 
мыми,  получимъ  правильный  вписанный  многоугольникъ. 

Теорема  2-  ВсмсШ  равноугольный  опиатный  многоуголь¬ 
никъ  есть  и  равносторонній,  т.  е.  правильный. 


Пусть,  дат.  опиеаппый  мпогоуголыіикъЛВСВЕ  (чер.  125), 
у  котораго  углы  раины,  и  требуется  до¬ 
канать,  что  от.  правильный,  т  е.  что  и 
стороны  раним. 

Джаз.  Соединилъ  вершины  угловъ  и 
точки  касанія  сторонъ  прямыми  еъ  Цемт- 
■  ролъ  О.  Треугольники  ОВК  и  ОВК,  пря¬ 
моугольные  (§  70,  «гор.  2);  притомъ  оіш 
имѣютъ  общую  гипотенузу  ОН  и  ранние, 
какъ  радіусы,  катеты  ОК  «  ОК,,а  пото¬ 
ну  эти  треугодьшпеи  равны  между  собою  (§  53,  теор.  3, 
егЬд.),  слѣдов.,  прямая  ОН  дѣлитъ  уголъ  11  пополамъ.  1а- 
к и згь  иго  образомъ  докажемъ,  что  каждая  *;;ъ  прямыхъ 
едшшощихъ  центръ  О  съ  вершиною  угла,  удѣляетъ  уголъ 
многоугольника  пополамъ,  и  такъ  какъ,  по  условію,  углы 
многоугольника  равны,  то  и  половины  ндъ  равна  (акс.  4), 

т  е.  /  КІЮ  =  ^  К.ПО  =  К,СО  —  ^  К.(  О  = . 

Вслѣдствіе  этого  треугольники  АВ0,ВС0,СІ>0  в  т.  д.  рав¬ 
ны  между  собою,  такъ  какъ  имѣютъ  но  два  рявш^хъ  .. 
и  „о  равной  сторонѣ  (§53,  теор.  4);  **ъ:  Д  А  Ю -  ДІЮС. 
йотом ѵ  что  ѵ  нихъ  сторона  НО  общая;  /КПО_-/К,Ь 
/  К\0=  /  к  СО.  Инъ  равенства  этихъ  треугольниковъ  с-гі.- 

„у“,  «о  Аіі=вс=си=....  .  т.  ».  ..  ™ 

гольшня.  правильный, 

СлѢДСВІС  1.  Такъ  какъ 

/  КВО=/К,ВО—  ^К.СО—  ^К,СО - ,  то  и 

/  КО В=  ^  ВОК1=  /1  К,ОС-—  I  СОК,=г.  .,  (§  50,  слѣд.  -), 
а"  потому  соотвѣтствующія  отнмъ  угламъ  дуги  ««же  равны 
между  гобою  (8  28.  теор.  1).  Слѣд.  прямыя ,  соединяющія 
центръ  окружности  съ  вершинами  и  съ  точками  касанія 
сторонъ  правильнаго  описаннаго  многоугольника  оСразуют* 
при  центрѣ  равные  углы  и  Ошіятг  окружность  ни  раз¬ 
ныя  части.  СдѢДСТІІсЗ.  Если  окружность  раздѣ- 

лена  на  нѣско.гычо  равныхъ  частей,  то, 
проведя  касамс-сьнып  въ  точкахъ  днистя, 
составимъ  правильный  описанный  мно- 
итольникъ,  потому  что  угли  такой»  жио 
гоуго.чышиа  АНС1Ж  (чер.  120)  равны. 
В*  самомъ  дѣлѣ:  если  соединимъ  точки 
касанія  прямыми,  то  получимъ  правильный 
вписанный  многоугольникъ  КК1К,Ка1ѵ1 


(теор.  1  .слѣд.)  и  слѣдов.  дКОК, 

(§  53,  теор.  1);  я  потому  и  “  *  1.  ^  I  КОК, ; 

Но.  поі^теор.^слуа  ^  и  т.  д.  Откуда 

/  С  =  2 ,1- / ^ . („с.  1),  т.  е. ,  что  оии- 

а  ,,ЙТЛМУЯ,Ф#В“-,Ь’ 

стиитемыхъ  сторомш  У*  еимшй  описанный  мниіс- 
«»**'  парадны  сторонамъ  опи- 

гг*.  .  -к—*-  ’*И* 

Центръ  и  вершины  мюЛ  ЖПЯс*в*&  много- 

Пусть  АВС  1)1'  (чер.  127)  ееть  правилъ  пров€Дсиы 

угольникъ,  чрезъ  средины  дугъ  АВ,  ПС 

касательныя ,  образующія  многоуголь¬ 
никъ  описанный  А'В'С  Ю  Ь  - Требует¬ 
ся  доказать,  что  этой,  многоуголь¬ 
никъ  правильный;  что  АВ  Ц  А  И  , 

Г.С  II  13* С'  И  т.  д.,  И  что  его  верши¬ 
ны  А'  В'  С*.  1>',  ѣ-  лежатъ  на  пря¬ 
мыхъ  О  А;"  ОН;  ОС...  поетѣдова- 

Г<  Доков.  Точки  касанія  сторонъ  опи¬ 
саннаго  многоугольника  находятся 

на  срединахъ  равныхъ  и  гь  и  .  ^  н&  1-ВЯ1И  между  со¬ 
въ  этихъ  точкахъ  окружное  А  •  А/#(Уі/Р'  правильный 

бою  части,  а  потому  мішгоз  нін  СГОронъ  съ  цент- 

(те»р.  =,  сдѣд.  ГГ  А'ВМ-ОК  й  V», 

помъ  прямыми  ОК;  ОК,,  и  Д  Д-,  тоиАВ±ОК 

и  /) ■  «“ 

(§  (18);  слѣдов.  А  В  ||  АЬ  Ь  Допою  Наконецъ,  если 

соединимъ  вершину  1  ттампѵроіьанхъ  треугемь- 

р.«  прямою  об- 

ииковъ  ВОЕ  И  ВОЕ  (§  53,  гоор  6  с =  69( 

щую  гипотенузу  ОВ  «  «о  р»но.^  кат«у  м  ов 

теор.  1),  зажчючаемъ  что^ВОЕ^ВОЕ 

ССТЬ,іСн^Гго  многоугольника  съ  центромъ  прямою  В  О, 

“о  і„.„1ГдКОК=  ЛВ'ОК1,  ■тмуп.яюя.Г»™ 
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общая  и  катетъ  ОК=ОК,,  как»  радіусы;  слѣд.  /  В'ОК— 
/  В'ОК  ,  т.  е.  прямая  ОВ'  есть  ралнодѣллщая  того  же  угла 
КОК,.  Из»  этого  заключаем»,  что  обѣ  прямыя  ОВ  н  ОВ' 
составляют»  одну  и  ту- ж*  прямую,  т.  е.  что  вершина  В7 
описаннаго  многоугольника  лежитъ  на  прямой  ВО,  проходя¬ 
щей  чрез»  центръ  О  и  вершину  В  вписаннаго.  Таким»  же 
образомъ  докажемъ  н  для  веѣхъ  вершинъ. 

Задача  1.  По  данному  правильному  вписанному  много¬ 
угольнику  построить  одноименный  правильный  описанный 
многоугольникъ. 

Рѣт.  1-е.  Чрез»  вершины  К,  К, ,  К,....  (чер.  1  26)  правиль¬ 
наго  вписаннаго  многоугольника  проведемъ  касательныя  къ 
окружности,  образующія  описанный  многоугольникъ  АВСІЖ, 
который  (геор.  1,  слѣдст.  2)  есть  правильный. 

Рѣш.  2-е.  Из»  центра  окружное™  (чер.  127)  опустимъ 
перпендикуляры  на  стороны  правильнаго  вписаннаго  много¬ 
угольника  и  продолжимъ  ихъ  до  пересѣченія  въ  точкахъ 
К,  К,,  К,  я  т.  д.  съ  окружностью;  йотомъ  чрезъ  точки 
К,  К,,  Ка...  проведемъ  касательныя,  которыя,  на  оен.  теор.  3, 
составятъ  правильный  одноименный  описанный  многоуголь¬ 
никъ  А'В'С'В'К',  и  притомъ  вершины  этого  многоугольника 
будутъ  лежать  на  продолженіи  радіусовъ  ОА,  ОВ  и  т.  д., 
а  стороны  его  будутъ  параллельны  сторонамъ  вписаннаго. 

Задача  2.  По  данному  правильному  описанному  много¬ 
угольнику  построить  одноименный  правильный  вписанный. 

Рѣш.  1-е.  Въ  точкахъ  касанія  даннаго  многоуг.  (чер.  126) 
окружность  дѣлится  на  равныя  части  (теор.  2,  слѣд.  1),  по¬ 
этому  должно  соединить  эти  точки  прямыми  (теор.  1 ,  слѣд.). 

Рѣт.  2-е.  Соединимъ  вершины  описаннаго  многоугольни¬ 
ка  съ  центромъ  (чер.  127),  и  каждыя  двѣ  послѣдовательныя 
точки  пересѣченія  этихъ  пряныхъ  съ 
окружностью  соединимъ  между  собою 
прямыми  (теор.  2,  слѣд.  1  и  теор.  1, 
слѣд.). 

Задача  3.  По  данному  прат.ѣне- 
му  описанному  многоугольнику  по¬ 
строить  правильный  описанный  съ 
двойнымъ  числомъ  сторонъ. 

Рѣги.  Соединяя  вершины  даннаго 
многоугольника  съ  центромъ  прямыми 
>,  ВО....  (чер.  128.)  и  проведя  въ  точкахъ  Е,  Е,,....  каса¬ 
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тельныя,  получимъ  искомый  правильный  описанный  много¬ 
угольникъ  Р0К8....  (теор.  2,  слѣд.  1  и  слѣд.  2). 

Задача  4.  По  данному  правильному  впгісанному  много¬ 
уг  о.ѣнику  построить  правильный  вписанный  съ  двоймлп 
числомъ  сторонъ. 

Рѣш.  Опуская  перпендикуляры  изъ  центра  па  стороны 
(чер.  129)  к  продолжая  ихъ  до  пересѣ¬ 
ченія  съ  окружностью,  соединимъ  точки 
Е;  К, ;  Е, ....  съ  вершинами  даннаго  миого- 
угольн.,  и  получимъ  искомый  правильный 
многоугольпикъ  АКВЕ,  С...  (теор.  1  ,елѣд.). 

§  74.  Теорема  1-  Около  всякаго  пра- 

ви.ѣнаю  многоугольника  можно  описать 
и  во  всякій  правильный  многоугольникъ 
можно  вписать  окружность. 

Доказ.  Если  раздѣлимъ  два  угла  А  мВ  правильнаго  много¬ 
угольника  АВСТЭЕ  (чер.  130)  прямыми 
АО  и  ВО,  то  точка  пересѣченія  О  этихъ 
прямыхъ  есть  центръ  многоугольника, 
который  находится  въ  равномъ  разстоя¬ 
ніи  отъ  вершинъ  угловъ  А,  В,  С,  I),  Е 
н  въ  равномъ  разстояніи  отъ  сторонъ, 
т.  е.  апоѳемы  ОК;  ОК,  и  т.  д.  равны 
(§  65,  теор.  1.  зам.).  Слѣд.  если  примемъ 
центръ  многоугольника  О  за  центръ 
двухъ  окружностей  и  за  радіусы:  од¬ 
ной — разстояніе  ОА  центра  отъ  вершины;  а  другой— длину 
апооемы  ОК,  то  первая  окружность  пройдетъ  чрезъ  вершины 
многоугольника  и  будетъ  описанная;  вторая  коспетси  всѣхъ 


Чер.  131. 


сторонъ  н  будетъ  вписанная. 

Слѣдствіе.  Центры  описанной  и  вгшеанной  окруж-ностей 
и  центръ  правильнаго  многоугольника 
совпадаютъ  въ  одной  точкѣ,  которая 
есть  точка  встрѣчи  всѣхъ  апоосмъ  и 
равнодѣлящихъ  всѣхъ  угловъ  много¬ 
угольника. 

Теорема  2.  Около  всякаго  трсуго.іь- 
пта  можно  описать  окружность  и 
притомъ  только  одгіу. 

Даиъ  какой-нибудь  д  АВС  (чер,  131)  и  требуется  дока¬ 
зать,  что  существуетъ  точка  (центъ  окружности  описанной) 


—  74  - 


н  притомъ  только  одна,  находящаяся  на  равномъ  разстоя¬ 
ніи  отъ  трехъ  точекъ-  Л,  В  н  С. 

Дох (іі.  Окружность  должна  пройти  чрезъ  точки  Л,  В  и  С; 
слѣдовательно  прямыя  Л  В  и  ВС  должны  быть  ся  хордами. 
Центры  всѣхъ  окружностей  (значитъ  и  центръ  искомой  ок¬ 
ружности),  проходящихъ  чрезъ  двѣ  точки  А  и  В,  лежать  па 
перпендикулярѣ,  проведенномъ  чрезъ  средину  АН,  те.  па 
прямой  КВ,  полагая  что  8  есть  средина  АВ  н  Ы-±ЛВ 
(8  68,  слѣд.  2).  Такимъ  же  образомъ  центры  окружностей,  про¬ 
ходящихъ  чрезъ  точка  В  н  С  (слѣд.  н  искомой  окружности), 
лежать  на  прямой  ІК,  перпендикулярной  къ  ВС  п  проходя¬ 
щей  чрезъ  точку  В,  средину  ВС.  Слѣдов.  центръ  искомой 
окружности  долженъ  лежать  па  КС  и  ІК,  т.  е.  въ  точкѣ 
пересѣченія  О  этихъ  прямыхъ.  Но  двѣ  прямыя  могутъ  пере¬ 
сѣкаться  только  въ  одной  точкѣ,  и  слѣдов.  О  есть  единствен¬ 
ный  центръ  искомой  окружности,  находящійся  на  разстояніи 
радіуса  отъ  вершивъ  А,  В  и  С. 

Слѣдствіе.  Перпендикуляры,  возставленные  изъ  срединъ 
трехъ  сторож,  треугольника,  проходитъ  чрезъ  одну  общую, 
точку,  центръ  описанной  окружности,  потому  что  перпен¬ 
дикуляръ,  возставленный  изъ  средины  стороны  АС,  какъ  изъ 
средины  хорды  описанной  окружности,  пройдетъ  чрезъ  центръ 
ея,  т.  е.  чрезъ  точку  пересѣченія  прямыхъ  КГ  и  ІК  (§  68>. 

Теорема  3-  Во  всякій  тре-ую.ъьника  можно  вписать  окруж¬ 
ность  и  притомъ  только  одну. 

Стороны  даннаго  д  АВС  (чср. 
132)  должны  касаться  окружности 
вписанной  и  центръ  долженъ  ле¬ 
жать  внутри  даннаго  треугольни¬ 
ка  на  разстояніи  радіуса  искомой 
окружности  отъ  трехъ  прямыхъ 
АВ,  ВС  и  АС.  Значитъ  должно  до¬ 
казать,  что  существуетъ  внутри 
треугольника  точка  и  притомъ  только  одна,  изъ  которой  пер¬ 
пендикуляры  на  три  стороны  треугольника  млѣютъ  равную 

А  ЧІказ  Всѣ  точки,  находящіяся  въ  равномъ  разстояніи  отъ 
двух*  сторонъ  АВ  и  АС  треугольника  АВС  (значитъ  и  центръ 
искомой  окружности),  лежатъ  на  равнодѣлящей  угла  ВАС,  г.  е. 
„а  прямой  АІ  (§  40,  слѣд.).  Такимъ-же  образомъ  вегѣ  точки, 
находящіяся  въ  равномъ  разстояніи  отъ  сторонъ  треугольника 
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гл: 

пересѣченія  О  О  ««.«и.- 

каться  только  ві.  одно  ’  пцящійся  на  рямгтоя- 

„іи  радіуса  отъ  сторонъ  АС,  АВ  ■  пъ  тр  , 

-ѵт  $ш»  ЧЯГДГ 

ілбдмвн.  ,  «,,,чкм— центръ  вписанной  окру  ж 

ходитъ  чрезъ  одну  оощую  ,  *  у1, ]а  ВСА  пройдетъ  чрезъ 

г :і7а^»н.=»  а  «,«*>. *--ч— «ч 

С^а  Ъ»  #  — 

двумъ  прямымъ  уиамъ  ш. 

Пусть  данъ  какой  пвбудь  вписанный  четы - 
реугольннхъ  АВСВ  (чер.  133);  грибу  ^ 
доказать,  что  сумма  двухъ  протнвулежащихь 
угловъ,  юшр.  I  А  +  I  С-;2(Г; 

Джаз.  По  §  72  теор.  1  вамѣч.  имѣ^ь 

^д=м--|В05. 

Слѣдов.  /  А-4-  /  С.—Чй. 
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Тгиигиа  5  обо.  Оком  оаікаю  четыреушлыіиха,  въ  кото- 

уиамъ,  можно  описать  окружном».  ^  ,;от0_ 

Пусть  данъ  четыре  угольникъ  АСЫ)  (И-  Т)!:_2^(«56 

/А+/В=2<Г  н  слѣдов.  тоже  А  С+  С  В—  ІЪ  > 

к  і&Зйи «* 

ника  можно  описать  окружность. 

Іо  паз.  Ееди  проведемъ  окружность  чрезъ 
три  точки  А,  С  и  1)  (геор.  2),  то  ста  окру* 
цоеть  необходимо  пройдетъ  и  чрезъ  четвертую 
точку  В,  потому  что  если-би  В  не  лежала 
па  окружности.  а  лешиа-бн,  наир,  внутри 
СЯ  ВЪ  точкѣ  В,,  то  сумма  угловъ  А  п  В,  не 
равнялась-бы  2 сТ.  Бъ  самомъ  дѣл&,  /.л.-—  ^ 

__ —  і.  1ЮС 7 -2 .теоі).  1 .  замѣч.)  и  /  В,— - 
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(§  72,  теор.  3).  Откуда  /  Л-4-  /  В,— 2гі-(-  ,  и  слѣдов. 

/  А /,  В(>2сГ,  что  противно  положенію.  Подобиымъ-же 
образомъ  докажемъ,  что  точка  В  не  можетъ  упасть  внѣ  окруж¬ 
ности,  а  потому  точка  В  упадетъ  на  окружность,  а  теорема 
доказана. 


ОТДѢЛЪ  IV. 

Взаимное  положеніе  окружногтек. 

Окружности  ііерее-ккаіміцілеп  и  каса¬ 
тельныя. 


§  75.  Теорема.  Чрезъ  три  точки,  не  лезкніщія  на  одной 
пряной,  можно  всегда  провести  окружность  и  притомъ 
томно  одну. 

Доказ.  Соединяя  три  точки,  не  лежащія  на  одпой  прямой, 
прямыми,  получимъ  треугольникъ;  всякая  окружность,  про¬ 
ходящая  чрезъ  три  данныя  точки,  есть  описанная  около  этого 
треугольника.  По  §  74  теор.  2  около  треугольника  можно 
всегда  описать  окружность  и  притомъ  только  одну;  слѣдов. 
чрезъ  три  точки,  лежащія  пе  на  одной  прямой,  можно  всегда 
провести  окружность  и  притомъ  только  одну. 

Слѣдствіе.  Тремя  точками  окружность  совершенно  опре¬ 
дѣляется. 

§  7 б.  Теорема.  Если  двѣ  окружности  имѣютъ  одну  об¬ 
щую  точку,  не  м нсащую  на  прямой,  соединяющей  ихъ  цент¬ 
ры,  то  онѣ  имѣютъ  и  еще  одну  общую  точку. 

Пусть  (чер.  135)  точка  А  принадлежитъ  двумъ  окружно¬ 
стямъ,  центры  которыхъ  О  и  О  ,  и  тре¬ 
буется  доказать,  что  эти  окружности 
имѣютъ  еще  общую  точку. 

Доказ.  Опустимъ  изъ  точки  А  пер- 
>0  ненднкудяръ  АС  на  прямую  (НУ,  соеди¬ 
няющую  центры,  и  на  продолженіи  его 
отложимъ  СА'=СА.  Прямая  00'  ееть 
перпепднкудяръ,  проходящій  чрезъ  средппу  А  А',  а  потому 
ОА=ОА'  и  0'А=0'А'  (§  35,  теор.  2).  Но  ОА  есть  раді¬ 
усъ  одной  окружности,  а  О'А — другой,  и  слѣд.  точка  А' ле- 
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жнтъ  отъ  центра  каждой  окружности  на  разстояніи  ея  раді¬ 
уса.  т.  е.  лежитъ  па  каждой  изъ  двухъ  окружностей. 

Если  двѣ  окружности  имѣютъ  двѣ  общія  точки ,  то  онѣ  на¬ 
зываются  пересѣкающимися.  Центры  обѣихъ  пересѣкающих¬ 
ся  окружностей  могутъ  лежать  или  по  обѣ  стороны  хорды 
АА',  сединяющей  точки  ихъ  пересѣченія  (чер.  136),  или  по 
одну  сторону  ея  (чер.  137). 

Слѣдствіе.  11ря-  Чср  136  Чер.  ш. 

мая  00',  соединяю¬ 
щая  центры  двухъ 
п  ерееіъхающихся  ок¬ 
ру  ясностей,  перпен¬ 
дикулярна  къ  хордѣ 
АА',  соединяющей 
точки  пересѣченія , 
и  раздѣляетъ  эту  хорду  пополамъ. 

§  77.  Теорема.  Вела  двѣ  окружности  имѣютъ  одну  об¬ 
щую  точку,  лежащую  на  прямой,  соединяющей  ихъ  цент¬ 
ры,  то  другой  общей  точки  онѣ  имѣть  не  могутъ. 

Пусть  (чер.  138)  точка  А  лежитъ  на  двухъ  окружностяхъ 
и  на  нрямой,  соединяющей  ихъ  центры 
О  и  О';  требуется  доказать,  что  овруж-  в1>' 

ностн  пе  имѣютъ  другой  общей  точки,  о - - - О' 

Доказ.  Окружности  не  могутъ  имѣть 

еще  общей  тонки  на  прямой  00',  по-  0 _ (У 

тому-что  00'  проходитъ  черезъ  центры, 

и  слѣд.  встрѣчаетъ  каждую  изъ  окружностей  только  въ  двухъ 
концахъ  ея  діаметра,  а  селя- бы  концы  діаметровъ  обѣихъ 
окружностей  совпадали,  то  совпадали  бы  центры  окружностей 
и  обѣ  окружности  сливались  бы  въ  одну.  Окружности  не  мо¬ 
гутъ  имѣть  общей  точки  и  внѣ  прямой  00',  потому-что  тог¬ 
да  опѣ  нмѣлн-бы  по  §  76-му  двѣ  общія  точки  вшѣ  прямой 
(ХУ  и  еще  одну  общую  точку  А  на  этой  прямой,  т.  е.  иыѣ- 
лп-бы  три  общія  точки,  чего  быть  не  можетъ  (§  75,  слѣд.). 
Слѣдов.  окружности  имѣютъ  только  одну  общую  точку  А. 

Если  двѣ  окружности  имѣютъ  одну  общую  точку ,  то  оиѣ 
называются  касатемными,  и  общая  точка  ихъ  называется 
точкою  касанія.  Перпендикуляръ,  возставленный  изъ  точки 
касанія  къ  прямой,  соединяющей  центры,  есть  общая  каса¬ 
тельная  обѣихъ  окружностей  (§70,  теор.  1). 

Центры  касательныхъ  окружностей  могутъ  лежатъ  или  по 


обѣ  стороны  нхъ  общей  касательной  и  тогда  касаніе  назы¬ 
вается  внѣшнимъ  (іер.  139);  іи  и  по 
одну  сторону  и  тогда  касаніе  назы¬ 
вается  внутреннимъ  (чер.  140). 

Вообрязимт.  себѣ  двѣ  пересѣкаю¬ 
щіяся  окружности  (чер.  141  п  142) 
и  положимъ, что  одна  изъ  инхъ,  папр. 
О,  неподвижна,  а  другая  О'  перемѣ¬ 
щается  такъ. ,  что  центръ  ея  остается 
па  прямой  О  (У,  а  точки  пересѣченія  сближаются  между  со¬ 
бою,  то  общая  сѣкущая  ІЛ/  будетъ  перемѣщаться,  оставаясь 
Чир.  НО.  Чер.  Н1.  Чер.  142. 


перпендикулярной  къ  прямой  00'.  Хорда  А  А'  будетъ  умень¬ 
шаться  и  точки  А  и  А'  будутъ  приближаться  къ  прямой  цент¬ 
ровъ.  Когда  точки  пересѣченія  придутъ  на  линію  центровъ, 
то  онѣ  сольются  въ  одну  общую  точку; — окружности  сдѣлаю  гея 
касательными  и  общая  сѣкущая  обратится  въ  общую  каса¬ 
тельную.  Вслѣдствіи  этого  можно  сказать,  что  касательны¬ 
ми  называются  пересѣкающійся  окружности,  кеда  двѣ  точ¬ 
ки  ихъ  пересѣченія  сливаются  въ  одну  точку. 

§  78.  Изъ  всего  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  двѣ  окружно¬ 
сти  могутъ  имѣть  пять  различный,  относительныхъ  положе¬ 
ній  другъ  къ  другу,  а  именно : 

Чер.  143.  Чер.  144. 


1)  Окружности  могутъ  лежатъ  одна  инѣ  другой  и  нс  имѣть 
общей  точки  (чер.  143). 
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2)  Могутъ  лежать  одна  внѣ  другой  и  имѣть  одну  общую 
точку,  т.  е.  касаться  внѣшне  (чер.  144). 

3)  Могутъ  пересѣкаться,  т.  с.  имѣть  двѣ  общія  точки 

(чер.  145).  . 

4)  Могутъ  лежать  одна  внутри  другой  и  имѣть  одну  об¬ 
щую  точку,  т.  с.  касаться  внутрепио  (чер.  14(1). 

5)  Могутъ  лежать  одна  внутри  другой  п  по  имѣть  общей 
точка  (чер.  147). 

у,сли  ш.  5-мъ  случаѣ  центры  окружностей  совпадаютъ,  то 
окружности  называются  концентрическими  (енш  сопігпт). 


Чер.  145. 

Чер.  146. 

Чер.  147. 

ГЖЛ 

/о  0'  Мд 

РЗсѵ 

Соотвѣтственно  этимъ 

пяти  случаямъ  разстояніе  между 

центрами  обѣихъ  окружностей  обладаетъ  слѣдующими  евой- 
стшша: 

1)  Если  двѣ  окружности  лежатъ  одна  внѣ  друюй  и  не 
имѣютъ  общей  точки,  то  разстояніе  методу  центрами  бо¬ 
лѣе  суммы  радіусовъ.  Т.  е.,  означая  чрезъ  г  и  г  радіусы 
окружностей  О  и  О'  (чер.  143),  имѣемъ: 

00'=0А-{-АА'4-А'0'  или  (аісс.  8)  00  »•-+->'  0)- 

2)  Если  двѣ  окружности  касаются  извнѣ,  то  разстояніе 
межді/  центрами  равно  суммѣ  радіусовъ.  Т.  е.  (чер.  144) 

О0'=ОА-г  О'А,  или  00 '—;•  +  /  (2) 

3)  Если  двѣ  окружности  іщісслкаюшея,  то  разстояніе 
между  центрами  менял  суммы  и  болѣе  разности  радіусовъ. 
Изъ  ДАОО'  (чер.  145)  имѣемъ  (§  4(1): 

00'<АО+А0'  и  00'>А0 — АО' 
пли  00'<»  +/  и  00'»—/  (3). 

4)  Если  двѣ  окружности  касаются  изнутри,  ню  раз¬ 
стояніе  между  центрами  равняется  разности, радіусовъ.  Т.  о. 
(чер.  140)  00'—  АО— АО'  м.ш  00'— г—  /.  (4) 

5)  Если  двѣ  окружности  лежатъ  оОна  внутри  друюй 
и  не  имѣютъ,  общей  точки,  то  разстояніе  между  цент¬ 
рами  менѣе  ]нізности  радіусовъ.  Потому  что  (чер.  147) 

00'-  ОЛ— О'Л' — А' А,  или  00'=г-  /  —  А' А 
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и  слѣдов.  (акс.  8)  00 '  <г  —  г'  (5). 

Такимъ  образомъ  каждому  изъ  пяти  возможныхъ  случаевъ, 
соотвѣтствуетъ  одно  изъ  пяти  соотношеній  (1)  (2)  (3)  (4) 
и  (5)  между  радіусами  окружностей  и  разстояніемъ  цент¬ 
ровъ.  Притомъ  всѣ  эти  пять  соотношеній  различны  между 
собою  и  слѣдов.,  если  одно  изъ  инти  соотношеній  дано,  то 
окружности  имѣютъ  необходимо  такое  изъ  пяти  относитель¬ 
ныхъ  положеній,  при  которомъ  данное  соотношеніе  суще¬ 
ствуетъ.  Напр.,  если  00'— г  -1-г',  то  окружности  необходи¬ 
мо  касаются  извнѣ,  потом у-что  въ  каждомъ  изъ  остальныхъ 
четырехъ  случаевъ  не  было-бы  00'=г-г  /. 

1)  Если  разстояніе  между  центрами  болѣе  суммы  ра¬ 
діусовъ,  то  окружности  лежатъ  одна  внѣ  другой  и  не 
имѣютъ  общей  точки. 

2)  Если  разстояніе  между  центрами  равно  суммѣ  раді¬ 
усовъ,  то  окружности  касаются  извнѣ. 

3)  Если  разстояніе  между  центрами  менѣе  суммы  и 
болѣе  разности  радіусовъ,  то  окружности  пересѣкаются. 

4)  Если  разстояніе  между  центрами  рнівно  разности 
радіусовъ,  то  окружности  касаются  изнутри. 

Г>)  Если  імзетояніе  между  центрами  менѣе  разности 
радіусовъ,  то  одна  окружность  лежитъ  внутри  другой  и 
онѣ  не  имѣютъ  общей  точки. 


СПОСОБЪ  ПРОПОРЦІЙ. 


ОТДѢЛЪ  V. 

Отношеніе,  зпьрн  и  ггропорціопалыаіеть  прямыхъ 
линіи.  Общая  мпуні  прямыхъ.  Прямыя  спивмгъримыя 
и  нссоинлиъргшын, 

Отпоніепіг  ів|мімы\  і.  линіи. 

§  7!).  Пусть  даны  двѣ  прямыя  АР.  и  СП;  всякая  третья 
прямая  КЬ,  которая  укладывается  безъ  остатка  въ  каждой 
изъ  двухъ  данныхъ,  наир,  въ  АВ — Г*  ракъ  и  въ  СІ) — Зраза, 
называется  общей  мѣрой  цриммхъ  АВ  и  СТ).  Т.  обр.  общей 
мѣрой  двухъ  прямыхъ  называется  прямая,  уклады <т ю щаясм 
безъ  остатка  (цѣлое  чис.ю  рол»)  въ  каждой  изъ  двухъ  данныхъ, 

Если  КЬ  есть  общая  мѣра  АВ  и  СІ),  то  венкам  часть  КЬ, 
наир.  ‘/„КЪ,  ‘/„КЬ.  будетъ  тоже  общей  мѣрой  АВ  и  СІ). 
Слѣдов.  двѣ  прямыя  могутъ  имѣть  мно.жество  общихъ  мѣръ. 
Мы  будемъ  искать  наибольшую  общую  мѣру  двухъ  прямыхъ. 

§  80.  Найти  общую  наибольшую  мѣру  двухъ  прямыхъ 
АВ  и  СП  (чер.  148). 

Общая  мѣра  прямыхъ  АВ  и  СП  по  (ЧеР-  148- 

можетъ  быть  больше  меньшей  изъ  нихъ  д  к  д 

СП,  но  можетъ  меняться  СП;  посмо¬ 
тримъ  по  есть  лн  СІ)  наибольшая  об-  с  _ 6 _ Т) 

щая  мѣра  данныхъ  прямыхъ  н  для  это¬ 
го  отложимъ  СП  на  АВ  столько  разъ,  сколько  возможно.  Если 
не  получится  остатка,  то  СП  будетъ  общей  наибольшей  мѣ¬ 
рой.  Но,  если  СІ)  уложилась  въ  А  В  иѣеісолысо  разъ,  напр.  два 
раза,  и  подучился  остатокъ  ЕВ,  меньшій  СП,  то  СП  не  есть 
общая  мѣра  прямыхъ.  Всякая  прямая,  которая  укладывается 

с. 
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безъ  остатка  въ  СІ)  я  ЕВ,  уложится  безъ  остатка  въ  АВ,  и 
сл'іідов.  она  уложится  безъ  остатка  въ  А  В  я  СІ);  н  обрат¬ 
но:  всякая  прямая,  которая  укладывается  безъ  остатка  въ  АВ 
н  СІ),  уложится  безъ  остатка  к  въ  остаткѣ  ЕВ,  слѣдов.  опа 
уложится  безъ  остатка  въ  СІ)  и  ЕВ.  Итакъ,  общая  наиболь¬ 
шая  мѣра  двухъ  данныхъ  прямыхъ  АВ  ы  СІ)  та  же  самая, 
какъ  и  общая  наибольшая  мѣра  меньшей  изъ  нихъ  СВ  и  ос¬ 
татка  ЕВ.  Слѣдов.  вопросъ  сводится  къ  опрсдѣлепію  общей 
наибольшей  мѣры  меньшей  прямой  СІ)  и  остатка  ЕВ. 

Надъ  прямыми  СІ)  п  ЕВ  будемъ  разсуждать  такъ  же,  какъ  и 
надъ  данными  АВ  и  СІ),  т.  е.  общая  наибольшая  мѣра  СВ  и  ЕВ 
не  можетъ  быть  больше  мепьшей  изъ  внхъ  ЕВ,  по  можетъ 
равняться  ЕВ;  посмотримъ  не  есть  ли  ЕВ  общая  мѣра  и  для 
этого  отложимъ  ЕВ  на  СВ  столько  рать,  сколько  возможно.  Ес¬ 
ли  ЕВ  уложится  въ  СВ  нѣсколько  разъ  безъ  остатка,  то  ЕВ 
будетъ  общей  наибольшей  мѣрой  СВ  и  ЕВ,  а  потому  н 
прямыхъ  АВ  и  СВ.  Если  же  КВ  уложится  въ  СВ  нѣсколь¬ 
ко  разъ,  нанр.  три  рала,  и  получится  остатокъ  СВ,  мень¬ 
шій  ЕВ,  то  общая  наибольшая  мѣра  СВ  н  ЕВ  будетъ  та  же, 
какъ  перваго  остатка  ЕВ  к  втораго  остатка  СВ.  Итакъ,  воп¬ 
росъ  объ  опредѣленіи  наибольшей  мѣры  данныхъ  прямымъ 
сводится  къ  вопросу  объ  опредѣленіи  общей  наибольшей  мѣ¬ 
ры  1-го  остатка  ЕВ  и  2-го  остатка  61),  надъ  которыми  бу¬ 
демъ  опять  разсуждать  такъ  же,  какъ  и  надъ  данными  прямыми. 

Такгшъ-же  образомъ  продолжимъ  далѣе ,  т.о.  отложимъ  2-й  ос¬ 
татокъ  на  1-й  и  если  получимъ  3-й  остатокъ,  то  его  отло¬ 
жимъ  на  2-й  и  т.  д.,  будемъ  поступать  до  тѣхъ  поръ,  пока 
одинъ  изъ  остатковъ  уложится  въ  предшествующемъ  остаткѣ 
безъ  новаго  остатка  н  тогда  уложившійся  остатокъ  будетъ  об¬ 
щей  наибольшей  мѣрой  АВ  н  СВ.  Такъ  нанр.  если  2-й  ос¬ 
татокъ  61)  уложится  въ  1-мъ  остаткѣ  ЕВ  безъ  новаго  ос¬ 
татка  четыре  раза,  то  6Б  будетъ  общей  наибольшей  мѣ¬ 
рой  АВ  и  СВ;  въ  самомъ  дѣлѣ: 

АВ  =  2СВ+ЕВ  (1) 

СВ  =  ЗЕІН-6В  (2) 

ЕВ  =  461)  (3) 

Вставляя  ЕВ  изъ  (3)  въ  (2)  и  (1),  получимъ  С1>=  1361) 
и  АВ=2СІ)-|-46В=306В;  изъ  чего  видио,  что  О  В,  заклю¬ 
чаясь  въ  СВ — 13  разъ  и  въ  АВ — 30  разъ,  есть  общая  мѣ¬ 
ра  АВ  и  СВ,  и  притомъ  наибольшая,  потому  что  общая  мѣ¬ 
ра,  заключаясь  цѣлое  число  разъ  въ  АВ  и  СІ),  должна  вслѣд- 
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ствіи  (1)  заключаться  цѣлое  число  разъ  въ  ЕВ  и  ведѣдетвіи 
(2)  въ  ОВ,  а  потому  общая  мѣра  не  можетъ  бить  болѣе  6В. 
Говоря  вообще,  найденная  такимъ  образомъ  общая  мѣра  есть 
наибольшая,  потому  что  она  должна  укладываться  цѣлое  чи¬ 
сло  разъ  въ  послѣднемъ  остаткѣ,  и  слѣдов.  не  можетъ  быть 
болѣе  его. 

Изъ  всего  сказаннаго  слѣду  отъ,  что  способъ  опредѣленія 
общей  наибольшей  мѣры  двухъ  прямыхъ  одинаковъ  съ  спо¬ 
собомъ  опредѣленія  общаго  наибольшаго  дѣлителя  двухъ 
чиселъ.  А  именно: 

Меньшая  прямая  откладывается  на  большем  стол  ько  разъ, 
сколько  возможно;  остатокъ  на  меньшей  прямой,  второй, 
остатокъ  па  первый  осшітокъ  и  т  .  д. ,  каждый  остатокъ 
накладывается  на  предыдущій  остатокъ;  если  одинъ  изъ 
остатковъ  уложится  безъ  поваю  остатка  въ  предыдущемъ, 
то  онъ  будетъ  общею  наибольшею  мѣ}юю. 

§  81.  Есть  прямыя,  у  которыхъ  нѣтъ  общей  мѣры,  такъ 
папр.  если  будемъ  .искать  общую  наибольшую  мѣру  между 
гипотенузою  и  катетомъ  равно  бедреннаго  прямоугольнаго  тре¬ 
угольника  по  вышесказанному,  то  не  получится  остатка,  ко¬ 
торый  уложился-бы  безъ  новаго  остатка  въ  остаткѣ  предше¬ 
ствующемъ,  еколько-бы  мы  пн  продолжили  дѣйствіе.  Въ  са¬ 
момъ  дѣлѣ ,  пусть  данъ  прямоугольный  треугольникъ  АВС  (чер. 
149),  въ  которомъ  АВ=АС.  Чтобы  найти  общую  наибольшую 


Чср.  149. 


мѣру  прямыхъ  ВС  и  АС,  отложимъ  АС  на 
ВС  отъ  точки  В  м  пусть  ВВ  =АС ,  то  гипо¬ 
тенуза  ВС  равняется  катету  АС,  сложенно¬ 
му  съ  остаткомъ  ВС.  Этотъ  остатокъ  должно 
откладывать  ня.  АС.  Соединяя  точки  А  и  В 
прямою,  и  изъ  точки  В  возставляя  перпен¬ 
дикуляръ  ВК  къ  ВС,  получимъ  прямоуголь¬ 
ный  треугольникъ  КВС,  который  то-асе  рав¬ 
нобедренный,  потому  что  А  ВСА=«?Д,  значитъ  и  А  І)КС=й/а, 
слѣдоват.  ВС=ВК  (§  52,  теор.  2);  притомъ  и  дАКВ  тоже 
равнобедренный, такъ  какъ  ВВ=АС— АВ  и  значить  /  ВВА= 
=  /  ВАВ;  вычитая  эти  равные  углы  изъ  прямыхъ  угловъ  ВВК 
н  ВАК,  получимъ  равные,  т.  е.  ^  ВБК — /ВІ)А=^ВАК — 
—  /  ВАВ,  или  /  АВК=  ^  ВАК,  и  слѣдов.  ВК=АК.  Откла¬ 
дывая  остатокъ  ВС  на  АС  отъ  точки  А,  онъ  совмѣстится 
съ  АК,  гакъ  какъ  ВС=ВК=АК  и  еще  разъ  уложится  въ 
КС  съ  нѣкоторымъ  остаткомъ  ЕС.  'Г.  обр.  вопросъ  сво- 

в» 
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днтся  въ  опредѣленію  общей  мѣры  гипотенузы  КС  в  кате¬ 
та  І)С  новаго  равнобедреннаго  и  прямоугольнаго  Л  К  НС. 
Относительно  этого  треугольника  должно  свалять  тоже,  что 
относительно  даннаго,.,  вопросъ  сведется  п  отысканію  об¬ 
щей  наибольшей  мѣры  между  гипотенузою  н  ігатстомъ  третьяго 
равнобедреннаго  и  прямоугольнаго  треугольника  ІЬС  ■».  Я. 
Ивъ  атого  видно,  что  сколысо-бы  ни  щшдолжали  дѣйствіе  бу¬ 
демъ  всегда  получать  остатки,  н  слѣдов.  пишотенуза  и  ка¬ 
тетъ  равнобедреннаго  прямоугольнаго  треугольника  пе  имѣ¬ 
ютъ  общей  мѣры.  Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  діагональ  и 
сторона  квадрата  не  имѣютъ  общей  мѣры.  Двѣ  прямыя,  имѣю¬ 
щія  общую  мѣру,  называются  соизмѣримыми,  а  нс  имѣющія 
ем — несоизмѣримыми. 

8  82.  Въ  §  1»  было  сказано,  что  длиною  конечной  пря¬ 
мой  называемся  цѣлое  или  дробное  число,  показывающее, 
точно  или  какъ  угодно  близко  кв  точности  сколько  разъ  въ 
данной  прямой  укладывается  или  прямая,  принятая  за  еди¬ 
ницу  мѣры,  или  какая  нибудь  частъ  отои  единицы.  При¬ 
томъ,  сели  единица  мѣры  укладывается  белъ  остатка,  то  дли¬ 
на  прямой  есть  число  цѣлое.  Если-жс  получится  остатокъ, 
то  должно  единицу  мѣры  раздѣлить  на  столько  равныхъ  ча¬ 
стей  .чтобы  эта  часть  уложилась  въ  данной  прямой  безъ  остатка, 
„  длина  будетъ  дробь,  знаменатель  которой  показываетъ  на 
сколько  равныхъ  частей  раздѣлена  единица  міры  а  числи¬ 
тель— сколько  такихъ  частей  укладывается  въ  дайной  прямой 
Т  обр.  вопросъ  сводится  къ  отысканію  общей  мѣры  дайной 
прямой  съ  единицею.  Кем  данная  прямая  соизмѣрима  съ 
единицею,  то  длина  ея  опредѣлится  точно;  притомъ  длина 
„та  будетъ  число  цѣлое,  когда  единица  есть  общая  наиболь¬ 
шая  мѣра,  и  число  дробное,  если  обще*  мѣрой  будетъ  часть 
единицы;  знаменатель  дроби  будетъ  показывать  сколько  разъ 
общая  мѣра  укладывается  въ  единицѣ,  а  числитель  въ  дай¬ 
ной  прямой.  Если  же  данная  прямая  несоизмѣрима  съ  еди¬ 
ницею  то  длина  ея  не  можетъ  быть  найдена  точно,  а  толь¬ 
ко  приближенно,  на  сколько  угодно  близко  къ  точности  Лакъ 
пусть  прямая  ЛВ  (пер.  150)  несоизмѣрима  съ  единицею  СВ, 
то,  раздѣляя  СІ)  на  м  равныхъ  ча¬ 
че.).  гас.  стей,  будемъ  эту  часть  откладывать 

у.  Іі  ВЪ  ЛВ  столько  разъ,  сколько  возмож¬ 
но,  положимъ  т  разъ,  пока  пе  пояу- 
с - - — и  *  чнмъ  остатокъ  КВ  меньшій  одного 
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дѣленія  СВ,  тогда  прямая  АЕ  будетъ  соизмѣрима  съ  СВ  н 
длина  этой  прямой  будетъ  дробь  — .  Увеличивая  число  я, 
остатокъ  ЕВ  можетъ  быть  сдѣланъ  какъ  угодно  малымъ,  такъ 
какъ  этотъ  остатокъ  меньше  и  т.  обр.  получимъ  при- 

П 

мую  АЕ,  кап  угодно  близкую  кт.  АВ  и  длина  которой  есть 

,  т 
дробь  -- . 

Прямая,  которая  пе  имѣетъ  общей  мѣры  съ  единицею,  на¬ 
зывается  несоизмѣримой  прямой. 

§  83.  Отношеніемъ  одной  прямой  къ  другой  называет¬ 
ся  число,  показывающее  сколько  разъ  въ  первой  прямой  за- 
к.гючаонея  вторая,  и. іи  ктсую  часть  первая  прямая  соста¬ 
вляетъ  от *  второй. 

Отношеніе  прямой  АВ  къ  СВ  означается  такъ 

01) 

или  такъ  АВ:(Л)=й».  Обратное  отношеніе  изображается  такъ 

™=і  „  «.:«  =  !■ 


Когда  извѣстна  общая  мѣра  двухъ  прямыхъ  А П  г.  СВ,  то 
отношеніе  нхъ  выразится  отношеніемъ  чиселъ,  показываю¬ 
щихъ  сколько  разъ  общая  мѣра  содержится  въ  каждой  изъ 
нихъ.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  общую  мѣру  прямыхъ  АВ  и  СВ 
означимъ  черезъ  &  и  положимъ,  что  она  содержится  т  разъ 
въ  АВ  и  п  рать  въ  СВ,  то  ЛВ=яіЖ  и  СВ=»А,  и  слѣдов. 

АВ тк т 

СВ  пк  п 


Ес.іи  общая  мѣра  к  прямыхъ  АВ  и  СВ  есть  наибольшая,  то 
числа  ?»  и  я  взаимно-простыя,  потому-что  если  бы  т  и  п 

т  п _  _ 

имѣли  общаго  множителя  у,  то  ^  — »' и  ^  — з  или  т — г. у 

н  п=--з.у,  а  нотому  АВ =г.у.к  и  СІ>=8.д.&;  откуда  видно, 
что  прямыя  АВ  н  СВ  имѣли  бы  общей  мѣрой  у.к  большее  к. 

Изъ  опредѣленіи  длины  прямой  >}  82  слѣдуетъ,  что  можно 
тоже  длиною  прямой  назвать  отношеніе  этой  прямой  къ 
единицѣ  мѣры.  Когда  двѣ  прямыя  соизмѣримы,  то  отноше¬ 
ніе  нхъ  выразится  цѣлымъ  или  дробнымъ  числомъ.  Кслн-же 
прямыя  несоизмѣримы ,  то  должно  умѣть иаходитьириближен- 
ное  отношеніе  нхъ,  на  сколько  угодно  близкое  къ  истинному. 
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Найми  приближенное  отношеніе  двухъ  конечныхъ  пря¬ 
мыхъ  АВ  и  СВ. 

„  .  АВ  1 

Пусть  требуется  иантн  отношеніе  ^  съ  точностью  -ущ-  > 

і.  е.  нужно  найти  приближенное  отношеніе,  которое  отли¬ 
чалось  бы  отъ  истиннаго  менѣе,  чѣмъ  на  _ ..  Вообразимъ 

себѣ,  что  прямая  СВ  раздѣлена  на  100  равныхъ  частей  и 

СИ 

что  укладывается  въ  АВ  налр.  17  разъ,  во  не  уклады¬ 
вается  18  разъ,  то 

17  18 

АВ>  7оо~ СІ)  “  АВ<'Тоо"  СІ)‘ 


АВ 

или  > 


18 


ко- 


100 
17 

м  укк  да- 


17  АВ  18 
СВ"  100  “  СІ)<  100  ' 

АВ  ,  17 

Слѣдов.  -щ,  заключается  между  дробями  ^ 

1  АВ 

тория  разнятся  па  щ,  понтону  отношенія  -  1()0 

1  АВ  1 7 

дутъ  разность,  которая  менѣе  значить  ^  съ  то- 

чностью  110. 

ІІ|»онорціоии.«ы«ыл  нрипыи  Средний  нршюр 
ціоиллыіал  двухъ  ирітыхь 

§  84.  Если  съ  удлиненіемъ  или  укорачиваніемъ  одной  изъ 
двухъ  прямыхъ  другая  тоже  измѣняется,  то  прямыя  называют¬ 
ся  зависимыми  между  собою.  Наир,  пусть  двѣ  прямыя  АВ 
л  СВ  (чер.  151)  пересѣчены  прямою  ЕЕ.  Отложимъ  ыа  АВ 

„  ...  отъ  точки  Е  произ- 

Чер.  151. 

вольныя,  но  равныя 
между  собою  части 
ЕЕ1=Ь1Ьв=Е1Ь3.. 
ит,  д.;  на  прямой  СВ 
отъ  Е  такія  же  или 
•  -  другія  равныя  части 

ЕЕ,  =  Е1Е1=Е4Е,... 
и  т.  д.  Проведемъ  чрезъ  какія-нибудь  двѣ  соотвѣтствующія  тючки 


прямую,  которая  можетъ  перемѣщаться,  переходя  изъ  двухъ 
соотвѣтствующихъ  точекъ  въ  двѣ  другія,  соотвѣтствующія 
точки.  Наир,  чрезъ  точки  Е3  н  Е,  проведемъ  прямую 
Е  Е, ,  такъ  чтобы  отр-Ьзки  ЕЕ,  и  РЕ,,  заключающіеся  меж¬ 
ду  прямыми  ЕЕ  и  Е3Е3,  имѣли  равное  число  дѣленій,  то 
вти  отрѣзки  будутъ  прямые  зависимые  между  собою,  иото- 
му  что  если  подвижная  прямая  перемѣстится  изъ  положе¬ 
нія  Е3Г3,  наир,  въ  положеніе  Е3РВ,  т.  е.  если  одинъ  изъ 
отрѣзковъ  ЕК3  измѣнится  въ  ЕЕ. ,  то  и  другой  отрѣзокъ 
РР3  измѣнится  въ  РЕ..  Въ  приведенномъ  примѣрѣ  отпо- 
шеиіс  между  двумя  значеніями  отрѣзка  на  прямой  АВ,  есть 


ЕЕ,  _  З.ЕЕ,  _  3 
ЕІГ3  5. ЕЕ,  5’ 


отношеніе -же  между  соотвѣтствующи¬ 


ми  значеніями  отрѣзка  на  СІ)  есть 


^=3:^=А;Вслѣд. 

РЕ.  5.  ЕР,  5 


(акс.  1)АА?=^—  з.  Откуда  видно,  что  разсматриваемые  от- 

Ы'.3  РР, 

рѣзки  представляютъ  собою  такія  двѣ  зависимыя  прямыя, 
что  отпошеиіс  между  двумя  произвольиымн  значеніями  пер¬ 


вой  прямой  (т.  с.  равно  отиошспію  между  еоотвѣт- 

КЕ. 

РР 

ствующпми  значеніями  второй  (т.  е.  ^р1);  такія  зависимыя 


прямыя  называются  прямо про  по  рці  опал  ыш  м  и  или,  просто,  про¬ 
порціональными.  То  есть,  дан,  зависимыя  прямыя  называют¬ 
ся  прямо-пропорціональными,  если  съ  измѣненіемъ  одной 
другая  измѣняется  такъ,  что  отношеніе  между  двумя  ка¬ 
кими  угодно  значеніями  первой  прямой  равно  отношенію 
между  соотвѣтствующими  значеніями  второй.  Другими 
словами:  двѣ  прямыя  называются  прямо-пропорціональны¬ 
ми,  если  онѣ  измѣняются  вмѣстѣ  гг  въ  томъ-же  отношеніи. 

Равенство  двухъ  отношеній  составляетъ  пропорцію,  кото¬ 
рая  въ  приведенномъ  примѣрѣ  есть 


(1). 

ЕЕ.  ЕР. 

Какъ  извѣстно  пропорцію  можно  подвергать  различнымъ 
видоизмѣненіямъ,  н  такимъ  образомъ  изъ  четырехъ  указан¬ 
ныхъ  отрѣзковъ  можно  составить  различныя  пропорціи.  Такъ 
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напр.  изъ  (1),  перестанавливая  средніе  члены,  получимъ  про¬ 
порцію 

КК,_КЕ, 

ѴР~ѴѴп  ’ 

значеніе  которой  видно  по  чертежу. 

§  85.  Пересѣченъ  стороны  /  АВС  (чср.  152)  прямою  н 
представимъ  себѣ,  что  эта  прямая 
можетъ  перемѣщаться,  оставаясь  на- 
ралле.шюю  самой  себѣ,  т.  е.  мо¬ 
жетъ  принимать  положенія  Е1<',  Е'Е' , 

Е"Г*" . ,  причемъ  направленіе  пря¬ 

мой  остается  тоже  самое,  тогда  от¬ 
сѣкаемые  этой  прямой  отрѣзки  будутъ 
вмѣстѣ  измѣняться,  н  ми  докажемъ,  что  отношеніе  между  вся¬ 
кими  двумя  отрѣзками  на  одной  сторонѣ  угла  равно  отноше¬ 
нію  между  соотвѣтствующими  отрѣзками  на  другой,  т.  е.  от- 
рѣзокъ,  отсѣкаемый  прямою,  перемѣщающеюся  параллельно 
самой  себѣ,  на  одной  сто]юігѣ  угла  проиорціоналенъ  отрѣз¬ 
ку  на  другой.  Эту  теорему  обыкновенію  выражаютъ  такъ: 
Теорема  I.  Е&т  стороны  угла  разсѣчемъ  параллельными 

между  собою  прямыми,  то  отрпяки  т  одной  сторонѣ 
угла  пропорціоналъ***  отрпммшъ  на  другой. 

Пусть  («ер.  153)  ЕР  [|  КЕ,  и  требуется  доказать,  что 
АК  АІ. 


Чер.  152. 


АЕ  “АР 


Доказ.  Прямыя 

АК  и  АЕ  могутъ  ч<ч>- 

быть  соизмѣримы 
и  несоизмѣримы; 
разсмотримъ  каж¬ 
дый  изъ  этихъ  слу¬ 
чаевъ  отдѣльно. 

1-й  случай.  Пря¬ 
мыя  АК  и  АЕ  имѣ¬ 
ютъ  общую  мѣру  АІ,  н  пусть  эта  общая  мѣра  укладывается 
въ  А  К — »і  разъ  и  въ  АЕ — п  разъ;  тогда  получимъ: 

АК  т 


АЕ 


=  »  <>> 


Проведемъ  чрезъ  точки  дѣленій  1,  І(,  І2, . прямыхъ  АК 

н  АЕ  рядъ  прямыхъ  IV,  I, V, ,  І2Ѵ„....,  параллельныхъ  даи- 
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пому  направленію  сѣкущихъ,  и  рядъ  прямыхъ  11’,,  І4 1‘а . . 

параллельныхъ  прямой  АЕ.  Эти  прямыя,  пересѣкаясь,  соста¬ 
вятъ  равные  между  собою  треугольники  Д  А  ѴІ=  Д I  І,Р,= . 

(§  53,  теор.  4),  поэтому  АѴ=ІР,= . ;  но,  по  равенству 

иротивуиоложныхъ  сторонъ  параллелограмма  (§  58,  теор.  1). 

ІР^ѴѴ,,  І.Р.^Ѵ.Ѵ, . ,  слѣдов.  (акс.  1)АѴ  =  ѴѴ1  = 

— V,  Ѵ2= . ,  т.  е.  рядомъпрямыхъ,  параллельныхъ  дашюву 

цалраіиенію  сѣкущихъ,  прямая  АЕ  раздѣлится  на  т  такихъ 
равныхъ  частей,  какихъ  въ  АГ  укладывается  в,  а  потому 
имѣетъ  (§  83): 


АЕ  т 
АР=Т 


(2), 


сцщвипвая  (1)  со  (2),  найдемъ  (акс.  1): 

АК _ АЕ 

АЕ- АР* 


2-й  случай.  Прямыя  АК  и  АК  (чср.  164)  несоизмѣримы; 
докажемъ,  что  н  от.  этомъ  случаѣ  отношеніе  отрѣзковъ  па 
АК 

одной  сторонѣ,  т.  е.  -у-,-  не  мажетъ  быть  ни  болѣе  ни  менѣе 


Чср .  154. 


отношенія  соотвѣтствующихъ  отрѣз¬ 


ковъ  на  другой,  т.  е. •отношенія 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  положимъ,  что 
АК  АЕ 
АЕ  >  АГ 


Чтобы  первое  изъ  этихъ  отношеній  сдѣлать  равнымъ  вто- 
рому,  уменьшимъ  его,  взявъ  вмѣсто  АК  другую  прямую  АХ, 
меньшую  АК,  и  притомъ  такую,  чтобы  было: 


АХ 

АК: 


АЕ 

АТ  (»)* 


Раздѣлимъ  АЕ  на  столько  равныхъ  между  собою  частей, 
чтобы  каждая  часть  была  менѣе  ХК,  и  будемъ  эту  часть  откла¬ 
дывать  отъ  точки  А  на  прямой  АК,  тогда,  по  крайней  мѣрѣ 
одно  изъ  этихъ  дѣлевій  упадетъ  между  точками  X  п  К,  налу, 
въ  точку  У.  Чрезъ  эту  точку  У  проведемъ  прямую  У  V  ||  КЕ. 
Такъ  какъ  прямыя  АУ  п  АК  соизмѣримы  (ибо  имѣютъ  общую 
мѣру),  то,  по  1-му  случаю,  имѣемъ: 


АѴ 
А  К 
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Раздѣливъ  (1)  на  (2)  получимъ: 

АХ  АЬ 
АУ  АѴ 

АХ 

Что  невозможно,  потому  что  первое  отношеніе  ^-у  <  1 ,  такъ 


АЬ 

какъ  АХ  <  .У У,  а  второе  отношеніе ду  >  1.  такъ  какъ 

АЬ>АѴ.  Изъ  этого  видно,  что  невозможно  допустить,  чтобы 

АК  АЬ 

отношеніе  ^  было  болѣе  ур  . 

Нодобшамъ-же  образомъ  докажемъ,  что  невозможно  до- 
„  АК  А  АЬ  т.  АК 

пустить,  чтсюы  — рбыло  менѣе^р.  Если-же-у^неможетъоыть 

АЬ  АК  АЬ 

ни  болѣе  и  пи  менѣе  то  ^р  =  ^р  (акс.  9),  что  и  требо¬ 


валось  доказать. 

Слѣдствіе.  Если  двѣ  щжмия  пересѣчены  параллельными 
прямыми,  то  отрѣзки  ихъ  между  пара.ие.шшми  соотвѣт¬ 
ственно  пропорціональны. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  двѣ  прямыя  пересѣкаются  вч,  точкѣ 
А  н  ЕР  []  ОН  (чер.  155),  то  отрѣзокъ  Ё6  пропорціоиаленъ 
РН,  потому  ЧТО  когда  прямая  611  не-  Чер.  155. 

ремѣетнтея.налр.въ  поло;кеніе61Н1  || 

||  6Н,  то  будемъ  имѣть  по  доказаи- 

Аб.  АН.  АО  АН 
М0МУ:  АЁ  =  АР  н  др-ХГ  ’  °ТКуда 


АО,— АЕ 


АН— АР  А6 — АЕ  АН— АР 


АЕ 


или 


АР  АЕ  АР 

ЕО,  _  РН,  ц  ЕО  __  РН 
АЁ  АР  “  АЕ  АР 

Раздѣливъ  предпослѣднюю  пропорцію  нанослѣдиюю,  получимъ: 


^-Н.  (1) 

ЕО- РН 


Е6. —  ЕО ГН, — РН  ОО^НН, 

Точно  также:  — *р^т - рн  «■**  рд  ру  і2)- 

Изъ  (1)  и  (2)  видно,  что  отношеніе  между  двумя  значе¬ 
ніями  отрѣзка  на  одной  прямой  равно  отношенію  между  со¬ 
отвѣтствующими  значеніями  на  другой,  т.  е.  что  отрѣзки  про¬ 
порціональны. 
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Это  справедливо  и  тогда,  если  одна  изъ  параллельныхъ 
сѣкущихъ  проходить  чрезъ  вершину  угла. 

Ёсли-же  данныя  прямыя  параллельны  между  собою, то  сказан¬ 
ное  очевидно  (§  58,  теор.  1). 

Теорема  2,  обр.  Если  стороны  угла  пересѣчены  прямы¬ 
ми  танъ,  что  отрѣзки  на  одной  сторонѣ  угла  относят¬ 
ся  между  собою,  какъ  соотвѣтственные  отрѣзки  ші  дру¬ 
гой,  то  прямыя  параллельны. 

Пустъ  (чер.  156)  дано  тРеб-  яокш.,  что 


ЕР  ||  КЪ. 

Чер.  156. 


Доказ.  Положимъ,  что  КЬ  не  па¬ 
раллельна  ЕР,  я  проведенъ  чрезъ  точ¬ 
ку  К  прямую  КХ  ||  ЕР,  то,  но  теоре¬ 
мѣ  1-ой,  имѣемъ  пропорцію: 

АК  АХ. 

АЕ  АР ; 


сравнивая  эту  пропорцію  съ  данной,  видимъ,  что  эти  про¬ 
порціи  имѣютъ  но  три  равныхъ  соотвѣтственныхъ  члена, 
слѣдов.  и  четвертые  члены  ихъ  равны,  т.  с.  АЬ=АХ,  чего 
бытъ  не  можетъ,  такъ  как-ь  АЬ  есть  часть  АХ;  слѣдов. 
невозможно  допустить,  что  КЬ  не  параллельна  ЕР,  а  пото¬ 
му  КЬ  ||  ЕР. 

8  86.  Если  дана  конечная  прямая  АВ  (чер.  157)  и  тре- 

АХ 

буется  найти  на  ней  точку  X  такую,  чтобы  отношеніе 

равнялось  отношенію  данныхъ  прямыхъ  т  :  п,  то  говорятъ  раз¬ 
дѣлитъ  АВ  внутренне  въ  отношеніи 
т  къ  я,  или  просто  раздѣлитъ  АВ 
въ  отношеніи  м  къ  п.  Раздѣлить 
АВ  внѣшне  въ  отношеніи  т  къ  п 
значитъ  найти  иа  продолженіи  АВ 
X'  такую  точку  X',  чтобы  отношеніе 
АХ'_ш 
ВТ- я  ‘ 

Задача  1.  Раздѣлить  данную  прямую  АВ  внутренне  въ 
отношеніи  двухъ  другихъ  прямыхъ  т  и  п  (чер.  158). 

Ріьш.  Подъ  произвольнымъ  угломъ  проводимъ  прямую  АХ 
и  на  пей  отъ  точки  А  откладываемъ  АІ— т,  потомъ  ІГ=» 
точку  I'  соединимъ  съ  В  и  чрезъ  I  проведемъ  16  ||  І'В;  тог- 


Чер.  157. 
т 
я 

X  в 
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А6  т 

да  будемъ  имѣть ^  (§  85,  теор.  I,  елѣд.). 

Если  м=п,  то  АВ  раздѣлится  пополамъ. 

Задача  2.  Раздѣлитъ  данную  прямую  АВ  тмине  въ 
отношеніи  двухъ  прямыхъ  т  и  п  (чер.  159). 


А*с 


Чер.  158. 

(I 


ч.  / 

"  1 


и. 


Чер.  159. 


Ріъш.  Подъ  произвольныхъ  угломъ  проведемъ  приму»  АХ 
и  на  пей  отложимъ  АІ=>д;  потомъ  отъ  1  въ  противиую  сто¬ 
рону  отложимъ  ІІ'=п;  соединимъ  1'  съ  В  прямою  І'В  и  чрезъ 

точку  I  проведемъ  ІО  ||  І'В,  тогда  будемъ  имѣлъ:  ц^=~- 

Задача  8.  Раздѣлитъ  данную  прямую  АВ  на  части,  про¬ 
порціональныя  нѣсколькимъ  даннымъ  прямымъ  т,  п,  р  и 
д.  (чер.  1 00). 


Рѣш.  Подъ  [произвольнымъ  ІІеР-  1С0- 

угломъ  проведемъ  прямую  АХ  _ ш —  — г 

и  на  ыеіі  отъ  точки  А  отло¬ 
жимъ  послѣдовательно  АС=*», 

СБ=»,  Т)?=р,  Т(і=д.  За- 
тѣмъ,  конецъ  О  послѣдней  пря¬ 
мой  РО  соединимъ  прямою  О  В 
съ  точкою  В,  данной  прямой, 

Чрезъ  точки  С,  В,  Р  прове¬ 
демъ  параллельно  СВ  прямыя  СР,  І)Ь  и  РК,  которыя 
данную  прямую  раздѣлятъ  въ  требуемомъ  отношеніи  (§  85, 
теор.  1,  слѣд.). 

Если  т~п=р=д= _ ,  то  пря¬ 

мая  АВ  раздѣлится  на  равныя  меж¬ 
ду  собою  части. 

Задача  4-  Къ  тремъ  даннымъ  пря¬ 
мымъ  т,  п,р  (чер.  161)  найти  чет¬ 
вертую  щмторціонллъную. 

Рѣш.  Отложимъ  на  одной  сторонѣ 
произвольнаго  угла  АВС  послѣдпка- 


Чер.  161. 
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тельно  т  ир,  а  на  другой  —  и;  соединимъ  точки  I  ч  II 
прямою  Щ,  я  изъ  точки  О  проведемъ  (Ж||Ш;  прямая 
ЩІ=а;  есть  искомая,  потому-что  будемъ  имѣть  (§  85,  теор.  1. 
т  р 

слѣд.)  пропорцію  — =—  • 

Задача  5.  Чрезъ  точку  А  внутри  угла  ЬйШ  провести 
сѣкущую,  частъ  которой  между  сторонами  угла  дѣлияась- 
бы  внутренне  въ  данной  точкѣ  А  въ  отношені  и  двухъ  дан¬ 
ныхъ  прямыхъ  т  и  п  (чер.  162). 

Рыв-.  Чрезъ  точку  А  проведемъ  прямую  АВ,  параллель¬ 
ную  одной  изъ  сторонъ  угла,  наир,  сторонѣ  МК,  и  получимъ 
отрѣзокъ  МВ.  Къ  тремъ  прямымъ  МВ,  т  я  «найдемъ  чет¬ 
вертую  пропорціональную  прямую  X, 
*і«р>  162.  т  с  драную,  которая  удовлетворяла-#!* 

у  и  пропорціи:  МВ  :  Х=»і :  п  (зад.  4).  Зд- 
-А  тѣмъ  отложимъ  ВС— X,  п  чрезъ  точ- 
уу/... ...  д  КП  С  и  А  проведемъ  прямую  СВ,  ко- 

тора*  и  есть  искомая,  потому-что 
,ч^— - - м  АВ  ||  МК  и  слѣд.  (§  N5,  теор.  1,  слѣд.) 

АБ  :  АС=МВ  :  ВС— т  :  п. 

Если  м=п,  то  прямая  СВ  въ  данной  точкѣ  А  раздѣлит¬ 
ся  пополамъ. 

Задача  6.  Чрезъ  точку  А,  данную  внѣ  угла  ІЛПч ,  про¬ 
вести  сѣкущую,  частъ  которой  между  сторонами  угла  дѣ- 
лилась-бы  въ  данной  точкгъ  А  внѣшне  въ  отношеніи  двухъ 


(§  85,  теор.  1),  откуда 

П>  ■  СБ_  МС-І  СР 
СЕ  “  СР 
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АР  МВ  т 
АС  ~  ВС  ~  и'- 

Ьсли  т—п ,  то  прямая  СР  раздѣлится  внѣшне  пополамъ, 
т.  е.  АРг=2СР. 

§  87.  Теорема.  Если  стороны  угла  пересѣчены  параллеаъ- 
пымч  прямыми,  то  части  этихъ  парал.іе.ѣныхъ  между  сто¬ 
роночки  угла  соотвѣтственно  пропорціональны  отрѣзкамъ 
на  каждой  сторонѣ.  Чер.  ш. 

Стороны  угла  ВАС  (тер.  164)  пере¬ 
сѣчены  прямою  ЕВ,  которая  можетъ 
перемѣщаться  параллельно  самой  себѣ, 
папр.  въ  положеніе  Е,Е,  ||  ЕЕ;  тре¬ 
буется  доказать,  что  ЕЕ  пропорціоналъ 


ЕЕ 


АЕ  АЕ 


но  АЕ  и  АЕ,  т.  е.  что-р-г,  =  .  т, 

Е|Ь ,  АЕ,  АЕ, 

Доказ.  Чрезъ  точку  Е  проведемъ  прямую  Е1І  ||  АС,  тогда 
по  §  85  теор.  1  имѣемъ: 

Е,Е,  _  АЕ, 

К.Н- Не¬ 
откуда  (по  извѣстному  свойству  пропорціи)  имѣемъ,  что 
Е,Е,— Е,Н  АЕ,— ЕЕ,  НЕ,  АЕ 

Е,Е,  '  ~  АЁ7  ЯЛЯё/=Щ- 

Но  НЕ, — ЕЕ,  какъ  противуположныя  стороны  параллсдо- 

грамма  (§  58,  теор.  1),  слѣдов.  ц  такъ  какъ 

.  АЕ  АЕ  11  * 

кромѣ  того  д^-=-^г—  (§85,  теор.  1),  то  имѣемъ: 

ЕЕ  ___АЕ  _  АЕ 

,  е,е,-ае;-аё7- 

§  88.  Прямая  ХУ  (чер.  165),  составляющая  съ  двумя  дан¬ 
ными  прямыми  АВнСИ  непрерыв¬ 
ную  пропорцію 

А  В  XV  х - 

ХУ  —СЁ  ’  „  А 

называется  средней  пропорціональ¬ 
ной  прямыхъ  АВ  и  СІ). 

Изъ  такой  пропорціи  имѣемъ: 

XV*— АВ.  СГ»,  откуда  ХУ— [/АВ- СР- 


Чеі».  ка. 


Если  стороны  прянаго  угла  ЛВС  (чер.  166)  пересѣчемъ 
прямою  ЕР  я  изъ  вершины  В  уг¬ 
ла  опустимъ  па  сѣкущую  перпен¬ 
дикуляръ  ВК,  то  образуется  два 
отрѣзка  ВЕ  и  ВЕ,  проложепіл  ко¬ 
торыхъ  па  сѣкущую  будутъ  со¬ 
отвѣтственно  ЕК  п  КР,  и  можно 
доказать  слѣдующія  двѣ  теоремы: 

Теорема  1.  Каждый  отрѣзокъ  на  сторонѣ  прямого  угла 
есть  сродная  п ро пор иіо нальная  прямая  между  осей  вѣхущей 
и  проложстемт,  этою  отразил  на  сѣкущую-,  т.  е.  должно 
доказать,  что: 

ЕЕ _ ВЕ  ЕЕ  ЕВ 

ВЕ  КЕ  И  ЕВ-- ЕК' 

Доказ.  Отложимъ  аа  сторонѣ  ВЕ  отъ  точки  В  прямую 
ВІ=ВК  и  чрезъ  точку  I  проиедсмъ  III  ||  ЕЕ,  то  получимъ 
ДІВН=ДВКГ  (§  53,  теор.  4,  слѣд.  2),  потому  что  зти 
треугольники — прямоугольные  и  имѣютъ  равные  катеты  Ы  и 
ВК  и  равные  острые  углнВНІ  и  ВЕК,  какъ  соотвѣтствен¬ 
ные.  На  основапін  §  87  имѣемъ: 

ЕР  ВЕ 
ш  —  ВН  • 

Но,  такъ  какъ  изъ  равенства  указанныхъ  треугольниковъ 
Ш=ВК  и  ВН=КР,  то  получимъ: 

ЕР  ВР 

вр  =  кг  “  ВР-ЕБ,  °’ 


Совершенно  также  докажемъ  н  вторую  пропорцію,  отклады¬ 
вая  только  высоту  ВК  на  сторонѣ  ВЕ  н  проводя  опять  пря¬ 
мую  параллельную  сѣкущей  ЕЕ. 

Теорема  2-  Перпендикуляръ,  опущенный  изъ  вершины  пря¬ 
мого  угла  на  сѣкущую  сотъ  средняя  пропорціогиишам  между 
проаоженіями  отрѣзковъ  сторонъ  этого  угла  на  сѣкущую. 

Доназ.  Откладывал  опять  ВІ— ВК  и  проводя  III  ||  ЕЕ  имѣемъ 
(§  85,  теор.  1): 

ВЕ_  ВЕ 
ІЙ  —  ВН  ’ 

или,  такъ  какъ  какъ  ВІ=ВК  и  ВН— ГК  (теор.  1),  то 
ВЕ  _  ВЕ 
ВК  —  ЕІГ 


но,  но  теоремѣ  1-й,  имѣемъ: 

ВР*=ЕЕ.  ГК  и  ВЕ*=ЕГ.  ЕК. 
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Исключая  изъ  этихъ  трехъ  послѣднихъ  равенствъ  БК  н  Л  Г, 
получилъ: 

ВК5— Ь’К.  ЕК  или  . 

шѵ  1'  к. 

Задача.  Построить  среднюю  щюпорціомальную  двухъ  дан¬ 
ныхъ  прямыхъ  т  и  п  (чер.  167). 

1-е  І’ми.  На  произвольной  прямой 
отложилъ  большую  изъ  данныхъ  пря¬ 
мыхъ  АВ  =  и*  и  иа  ией  ыеяыиую 
АС =п;  изъ  точки  С  возставимъ  пер¬ 
пендикуляръ  СІ)  къ  АЛ  и  изъ  средним 
О  прямой  АВ,  какъ  центра,  радіусомъ 
АВ 


Чср.  107. 


И _ 


равиымъ- 


- ,  опишемъ  дугу,  которая 


А  с  о  в  пусть  пересѣчетъ  С  Г)  въ  точкѣ  I; 

ату  точку  соединимъ  съ  А  прямою  АІ.  Прямая  АІ  и  будетъ 
средняя  пропорціональная  дяпішхъ  прямыхъ,  потому  что  /  ВІА, 
ки къ  шшеашшй  въ  полуокружность ,  есть  прямой,  а  потому, 
по  тсор.  1-й,  имѣемъ: 

АВ  АІ  т  АІ 

дли 


АІ  —  АС 


АІ 


2-с.  Рѣт.  На  произвольной  прямой  отложимъ  АВ  =  т 
(чер.  168),  потомъ  ВС=я  к  пзъ  точки 
В  возставимъ  перпендикуляръ  ВІ)  къ  АС: 

АС 

наконецъ,  радіусомъ  равпѵшъ  — —  опишемъ 

дугу  .принимая  0,средннуАС,  за  центръ ;лусть 
эта  дуга  пересѣчетъ  перпепдикуляръ  въ  точкѣ 
1,  тогда  прямая  ВІ  есть  искомая,  потому 
"  В  С  что  /  АІС  прямой  и,  по  теор.  2,  имѣемъ: 

А  В  ВІ  т  ВІ 
ВІ  -^ВС  ИЛИ  ВІ  -  п  ' 


Чгр.  ни. 
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ОТДѢЛЪ  т/ч. 


Соотношеніе  сторонъ,  подобіе  гь  міь/чі  пмпцадеіі  прн- 
молгтейны  жъ  фигуръ. 

('•эти . .  между  сторон» ми  трсуів.іыш- 

имъ. 

§  89.  Теврема  1.  По  всякомъ  прямого  льномъ  треуголь¬ 
никѣ  квадратъ  гипотенузы,  (т.  е.  числа,  представляющаго 
ея  длину)  равенъ  суммѣ  квадратовъ  катетовъ. 

Пусть  данъ  прямоугольный  треугольникъ  АВС  (чер.  169) 
н  требуется  доказать,  что  АВ*=  АС*-(-ВС“. 

Дакал.  Опустимъ  изъ  вершины  прянаго  утла  ЧеР-  іе9- 
С  перпендикуляръ  СІ  на  гипотенузу  АВ.  Каж¬ 
дый  катетъ  есть  средняя  пропорціональная  между 
всею  гипотенузою  и  проложеніемъ  этого  катета  . 
па  гипотенузу  (§  88,  теор.  I),  т.  е. 

АВ  АС  АВ  ПС 

_ — _ и  - — —  ,  или 

АС  АІ  ВС  ВІ 

АС*=АВ .  АІ  и  ВС*— АВ  .  ВІ. 

Если  сложимъ  эти  равенства  н  во  второй  части  получен¬ 
наго  равенства  отдѣлимъ  АВ  общимъ  множителемъ,  то  бу¬ 
демъ  имѣть: 

АС*+ВС*=АВ(АІ4-ВІ), 
по  АІ+ВІ=гАВ 

к  слѣдов.  АС*Н-ВС*=АВ*. 

Слѣдствіе  1.  Гипотенуза  равняется  квадратному  корню 
изъ  суммы  квадратовъ  катетовъ.  На  основаніи  этого — если 
дани  катеты,  наир.  АС=І  н  ВС=3,  то  гипотенуза  опре¬ 
дѣлится  такъ:  АВ=|/4»-)-3*=|/25=&. 

С.ГѢДСТВІО  Ч.  Каждый  катетъ  равенъ  квадратному  кор¬ 
ню  изъ  квадрата  гипотенузы  безъ  квадрата  другою  катета. 
Потому-  что  АВ*  =  АСЧ-ВС\  откуда  ВС*  =  АВ*— АС*  и 
ВС— ]/ав*— АС4-  На  основаніи  этого — если  дана  гипотенуза 
п  одинъ  изъ  катетовъ,  наир.  АВ—5  и  АС==4,  то  другой 
ісатеть  будетъ:  Г>С=  у':, * — 4*= V 9=3 . 

Теорема  2.  Квадратъ  стороны  треугольника,  лежащей 
противъ  ту  наго  угла,  равенъ  суммѣ  квадратовъ  двухъ  дру- 
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гада  сторонъ,  вмѣстѣ  съ  удвоеннымъ  произведеніемъ  одной 
изъ  этихъ  сторонъ  на  продоженіе  на  нес  другой. 

Пусть  въ  Д  АВС  (чер.  170)  уголъ  С  тупой  и  ВВ.І.АС, 
требуется  доказать,  что 

АВ*=АСЧВС*+2АС .  СИ. 

Доказ.  По  теор.  1 ,  ивъ  прямоугольнаго  тре¬ 
угольника  АВР  имѣемъ: 

ав8=вр8+ар\...  (1), 

и  гг.  прямоугольнаго  треугольника  В  СВ: 
ВВ8=ВС8— СР8; 


Ч«р.  170. 


но  такъ  какъ  АВ=АС-)-СВ,  то 

АРа=ЛС’-|-2АС  .  СВ  +  СВ8. 

Вставляя  въ  равенство  (1)  на  мѣсто  ВВ8  н  АР8  равныя 
имъ  выраженія,  найдемъ: 

АВ8=АС8-|-ВС8+  2АС .  СР. 

Теорема  3.  Квадратъ  стороны  треугольника,  лежащей 
противъ  оетраго  у  г.  іа,  равенъ  суммѣ  квадратовъ  двухъ  дру¬ 
гихъ  сторонъ,  безъ  удвоеннаго  произведенія  одной  изъ  этихъ 
сторонъ  на  продоженіе  на  нес  другой. 

Пусть  въ  д  АВС  (чер.  171)  уголъ  С  острый  п  ВВААС. 
Требуется  доказать,  что 


Чер.  171. 
п 


АВ8=АС8+ВС8-  2АС .  СВ. 

Доказ.  По  теор.  1,  изъ  д  АВС  имѣемъ: 
АВ8=ВР*+АР1....  (2), 

а  изъ  д  ВВС,  имѣемъ: 

ВВ*=ВС8— СР*; 


такъ  какъ  АС=АВ-)-РС,  то 

АС*=АР84-2АР.РС+РС*. 

Вставляя  на  мѣсто  ВВ8  и  АС8  въ  (2)  равнин  пмъ  выраже¬ 
нія,  получимъ: 

АВ8=АСЧВС8— 2АС.СР. 

§  90.  Если  уеловнмея  считать  продоженіе  стороны  тре¬ 
угольника  положительнымъ,  когда  оно  лежитъ  па  сторонѣ 
треугольника  (какъ  на  чер.  171  длина  СВ); — отрицатель¬ 
нымъ,  въ  случаѣ  если  это  продоженіе  находится  на  продол¬ 
женіи  стороны  (какъ  на  чер.  170),  и  равнымъ  пулю,  если  пер¬ 
пендикуляръ  совпадаетъ  со  стороною  (какъ  продоженіе  сто¬ 
роны  ВС  иа  АС,  въ  чер.  169),  то  теоремы  предыдущаго 
параграфа  можно  соединить  въ  одну  и  выразить  ее  такъ: 
квадратъ  стороны  треугольника  равенъ  суммѣ  квадратовъ 
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двухъ  другихъ  сторонъ  безъ  удвоеннаго  произведенія  одной 
изъ  этихъ  двухъ  сторонъ,  на  продоженіе  на  нее  другой  сто¬ 
роны. 

Замѣчаніе.  Если  стороны  треугольника  даны  въ  числахъ, 
то  можно  опредѣлить  какой  уголъ  лежитъ  противъ  одной  изъ 
его  сторонъ — прямой,  тупой  или  острый.  Если  квадратъ  сто¬ 
роны  равенъ  суммѣ  квадратовъ  двухъ  другихъ  сторонъ,  то 
уголъ  противъ  нея  прямой;  если  болѣе  суммы  квадратовъ 
двухъ  другихъ  сторонъ,  —  тупой,  а  если  менѣе  острый. 

§  91.  Теорема  1.  Сумма  ша&ратооъ  двухъ  сторонъ  тре- 
уго.пника  равняется  удвоенному  квадрату  разстоянія  вер¬ 
шины  угла  между  этими  стогнами  отъ  средины  треть- 
ей  стороны ,  сложенному  съ  удвоеннымъ  квадратомъ  поло¬ 
вины  третьей  стороны. 

Пусть  въ  д  САР  (чор.  172)  СЕ^ЕР,  и  требуется  до¬ 
казать,  что: 

С  А4 + В  А  8=  2  АЕ 8  +  2СЕ  * . 

Доказ.  Опустимъ  изъ  А  перпендикуляръ 
АІ  иа  СР,  тогда  изъ  д  САЕ,  по  §  89  теор. 

2,  имѣемъ: 

СА*=АЕ*+СЕ*+2СЕ .  ЕІ 
Й  ют  д  РАЕ,  по  §  89,  теор.  3,  имѣемъ: 

РА*=АЕ*+ЕР8— 2ЕР.ЕІ. 

Складывая  два  послѣднія  равенства  н  замѣчая,  что  СЕ=ЕР, 
получимъ: 

СА*+РА.8=2АЕ8+2СЕ8. 

Слѣдствіе.  Въ  паріилсАоуніммѣ  сумма  квадратовъ  діа¬ 
гоналей  равняется  суммѣ  квадратовъ  четырехъ  сторонъ  ею , 
потому  что  діагонали  дѣлятся  другъ  другомъ  пополамъ  (§  58, 
теор.  5). 

Т серен;»  2.  Равнодіълящая  угла  гпреугодъника  дѣлитъ 
протнвудежащую  этому  углу  сторону  на  два  отрѣзка,  от¬ 
ношеніе  которыхъ  равно  отношенію  прилежащихъ  къ  нимъ 
сторонъ. 

Пусть  данъ  д  АВС  (чер.  173)  и/АВІ>=  'ІеР-  173- 

РС  ВС  к 

Д  ВВС;  требуется  доказать,  что  щ— 

Доказ.  Чрезъ  точку  С  проведемъ  пря¬ 
мую  СЕ  ||  В  В,  которая  пересѣчетъ  продол¬ 
женіе  стороны  АВ  въ  нѣкоторой  точкѣ 
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Е,  потому  что  ЕС  ||  ВБ  и  чрезъ  точку  В  не  можетъ  прохо¬ 
дить  другая  прямая,  параллельная  СЕ  (§43,  елѣд.  теор.  2), 
а  поэтому  ЕС  и  АВ  необходимо  пересѣкутся.  По  §  85  сдѣд. 
теор.  1-й  имѣемъ  пропорцію: 

БС _ ВЕ 

БА  ВА.' 

Но  /  ВЕС=  /  АВБ,  какъ  соотвѣтственные  (§  43,  теор.  6); 
/ВСЕ=/БВС,  какъ  накрестъ  лежащіе  (§  43,  теор.  4); 
такъ  какъ,  но  условію,  /  АВБ=  /  БВС,  то  и  /  ВЕС=  /  ВСЕ 
(акс.  1);  елѣдов,  ВЕ=ВС  (§  52,  теор.  2).  Вставляя  ВС  па 
мѣсто  ВЕ  въ  послѣднюю  пропорцію,  получимъ: 

БС_ВС 
БА  ВЛ' 

Теорема  3,  обр.  Ес.ш  прямая  проходитъ  чрезъ  вер¬ 
шину  угла  треуголшша  и  дѣлитъ  сто]юну,  противулежа- 
щую  атому  углу,  на  два  отрѣзка,  отношеніе  которыхъ  рав¬ 
но  отношенію  прилежащихъ  къ  нимъ  сторонъ,  шо  она  есть 
раонодгьлящая  этого  угла. 

БС  ВС 

ІІустъ  дано,  что  и  требуется  доказать,  что 

/  АВВ=/БВС. 

Доказ.  Чрезъ  точку  С  проведемъ  СЕ  [|  ВБ  до  встрѣчи  съ 
продолженіемъ  стороны  АВ,то  по  §  85слѣд.теор.1  имѣемъ  про- 
•  ОС  ВЕ 

порцію:  зді  сравнивая  ее  съ  данной,  получимъ  ВЕ=ВС, 

и  елѣдов- треугольникъ  ВЕС  равнобедренный,  а  потому  /  ВЕС= 
=  /ВСЕ  (§  52,  теор.  1).  Но  /  ВЕС=  /  АВБ,  какъ  углы 
соотвѣтственные  (§  43,  теор.  6);  /ВСЕ=/БВС,  какъ  иа- 
крестъ-лежащіе  (§  43,  теор.  4),  откуда  (аке.  1)  слѣдуетъ,  что 
/АВВ=/БВС,  т.  е.  прямая  ВБ  есть  равно  дѣлящая  /  В. 

Теорема  4.  Равнодѣлящая  внѣшняго  угла  треугольника 
дѣлитъ  внѣшне  сторону ,  не  проходящую  чрезъ  вершину 

этого  угла,  на  отрѣзки, 
отношеніе  которыхъ,  равно 
отношенію  прилежащихъ  къ 
ниш  сторонъ. 

Пусть  въ  д  АВС  (чер.  1 74) 
/  ОВБ=  /  БВС;  требуется 
БС  ВС 

доказать,  что 


Чер.  174. 
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Доказ.  Черезъ  точку  С  проведемъ  прямую  СЕ  ||  БВ. 

По  §  85  слѣд.  теор.  1,  имѣемъ  пропорцію: 

БС _ ВЕ 

БА_  ВА' 

Но  /ВЕС  =  /ОВБ,  какъ  углы  соотвѣтствеипые  (§  43, 
теор.  6)  /  ВСЕ  = /ВВС,  какъ  накрестъ-лежащіе  (§  43, 
теор.  4),  н  такъ  какъ  по  условію  /  ОВВ  =  /  БВС,  то  и 
/ВЕС=/ВСЕ  (акс.  1),слѣдов.  ВЕ=ВС.  Вставляя  ВС  на 
мѣсто  ВЕ  въ  послѣднюю  пропорцію  получимъ: 

БС _ ВС 

БА- ВА' 

Теорема  5,  обр.  Если  прямая  проходитъ  чрезъ  вершину 
угла  треугольника  и  дѣлитъ  внѣшне  протит/лежащую  углу 
сторону  на  два  отрѣзка,  отно питіе  которыхъ  равно  от¬ 
ношенію  при~ісжащихг  къ  нимъ  сторонъ ,  то  она  ест»  равло- 
дѣлящая  в нгътняго  угла. 

БС  ВС 

Пусть  |уд=і5\;  требуется  доказать, что  /  ОВБ=  /  БВС. 

Доказ.  Чрезъ  точку  С  проведемъ  СЕ  ||  БВ  до  встрѣчи  съ 
АВ,  то,  по  §  85  слѣд.  теор.  1,  имѣемъ  пропорцію: 

БС _ ВК. 

БА- ВА’ 

сравнивая  еъ  данной,  получимъ:  ВКг=ВС,и  сдѣдов.  дВЕС 
равнобедренный,  а  потому  /  ВКС=  /  ВСЕ  (§  52,  теор.  1). 
Но  /  ВЕС=/  ОВВ. какъ  углы сост*ѣтствешше(§43,теор.6), 
/ВСЕ=/БВС,  какъ  накрестъ-лежащіе  (§  43,  теор.  4), 
откуда  слѣдуетъ  (акс.  1),  что  /  ОВВ=  /  БВС,  т.  е.  что  пря¬ 
мая  ВБ  есть  равиодѣдящая  внѣшняго  угла  ОВС  треугольника. 


Подобіе  треугольников'!». 

§  92.  Треугольникъ  АВС  (чер.  175)  называется  подобнымъ 
ДА'В'С',  если  / А  =  /  А';  /В=/В'и  /С=/С'я 
слѣдов.  подобными  треугольниками 
называются  такіе,  въ  которыхъ  уг¬ 
лы  одного  треугольника  порознь  рав¬ 
ны  угламъ  др’уипо  треугольника. 

Стороны  подобныхъ  треугольни¬ 
ковъ,  лежащія  противъ  равныхъ  уг¬ 
ловъ,  называются  сходственными.  Подобіе  означаютъ  зва- 


Чер. 

В 
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комъ  оо;  такт.  ДАВС«>А'В'С'  означаетъ,  что  эти  два  треу¬ 
гольника  подобны. 

Тіжрема.  Въ  двухъ  подобныхъ  треугольникахъ  о тно міо¬ 
пія  сходственным  сторонъ  раины  между  собою. 

Пусть  (чер.  176)  Д  АВС00  Д  А'В'С',  т.  с.  Д  А=  Д  А'; 

д  В=В'  и  Д  С=(У;  требуется  до- 


Чер.  176. 


АВ  _  ВС  _  АС 

кааать,  что 

Дока:/.  Если  отложимъ  АБ— А'В' н 
проведемъ  1)6  ||  ВС, то(§87)  имѣемъ: 

С  АВ _ АС _ ВС 

АП'  АО  1)6 


(I) 


Но,  по  условію,  Д  А  =  Д  А'  и  ДВ  =  ДВ/;  но  отложенію 
АП=А'В':’  притомъ  Д  АГ)6  =  Д  В,  такъ  сакъ  ПО  ||  ВС  (§  43, 
теор.  6)  в,  значитъ,  Д  АПО  — Д  В';  слѣдов.  д  АПО  — Д  А  В'С 
(§  53,  теор.  4),  а  потому  І)6=В'С'  н  А6=А'С/.  Вставляя 
въ  (1)  вмѣсто  послѣдующихъ  членовъ  равныя  нмъ  (аке.  7), 
получимъ: 

АВ  АС  _  ВС 
А'В'^Л'С'  В'С'- 

Слѣдствіе.  Если  стороны  треугольника  будутъ  измѣняться, 
а  углы  остаются  тѣ  же,  т.  е.  если  съ  измѣненіемъ  сторонъ 
треугольникъ  остается  подобнымъ  себѣ,  то  на  основаніи  до¬ 
казанной  теоремы,  отпошеиіе  двухъ  произвольныхъ  значеній 
одиой  стороны  равно  отношенію  двухъ  соотвѣтственныхъ  зна¬ 
ченій  другой,  т.  е.  стороны  такого  треугольника  пропорціо¬ 
нальны;  поэтому  говорятъ:  стороны  подобяъсп  треугольни¬ 
ковъ  пропорціональны. 

§  93.  Треугольники  подобны  при  слѣдующихъ  условіяхъ: 

Теорема  і.  Треугольники  подобны,  если  асѣ  стороны  шх 
пропорціональны.  ^  ^ 

Пусть  въ  д  АВС  н  дАВС  дано:  ^'з>=д'о/  іус' 


Требуется  доказать,  что  Д  А=  ДА';  Д  В  —  Д  В  и  Д  С — 
=  Д  С'" 

Доказ.  Отложимъ  АП  =  А'В'  и  проведемъ  1)6  ||  ВС;  то 
(§  87)  получимъ: 

АВ__АС_ВС 
АП  АО  НО 


Сравнивая  эти  дхгЬ  пропорціи  съ  двумя  данными,  найдемъ, 
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что  А6=А'С'  и  ПО^В'СГ;  слѣдов.  д  АПО— д  А'В'С' (§  53, 
теор.  1).  Но  такъ  какъ  еотвѣтствеппне  углы  Д  АП6  и  Д  АВС 
равны  (§  43,  теор.  6),  то  и  углы  данныхъ  треугольниковъ 
тоже  равны,  т.  е.  ДАс=ДА';  Д  В=  Д  В  и  Д  С=  Д  0'. 

Теорема  2.  Треугольники  подобны,  если  имѣютъ  по  двѣ 
пропорціональныя  стороны  и  по  равному  углу,  лежащему 
между  ними. 

А  В  АС  .,  _  „ 

Пусть  дано  и  Д  А=  Д  А  .  Требуется  доказать, 

что  Д  С—  Д  С*  и  Д  В=  Д  В'. 

Дока».  Если  отложимъ  АП— А'В'  и  проведемъ  ПО  ||  ВС, 
то  (§85,  теор.  1)  имѣемъ: 

АВ _ АС 

АП  АО 

Сравнивая  ату  пропорцію  съ  данной,  получимъ  А6=А'0', 
и  с.тЬдов.  д  АІ)6=  Д  А'В'С'  (§  53,  теор.  2),  значить  и  со¬ 
отвѣтственные  углы  этихъ  треугольниковъ  равны.  Но  такъ 
какъ  П6  |і  ВС, "то  углы  Д  АВС  н  Д  АП6  равны,  а  слѣдов.  и 
углы  данныхъ  треугольниковъ  тоже  равны,  т.  е.  Д  А=  Д  А  ; 
Д  В=  Д  В'  н  ДС=  Д  С7. 

Слѣдствіе.  Прямоугольные  треуіолънти  подобны,  если 
катеты  пропорціональны. 

Теорема  3-  Треугольники  подобны,  ес.ш  имѣютъ  по  дюь 
пропорціональныя  стороны  и  по  равному  углу,  лежащему 
противъ  той  изъ  двухъ  сторонъ,  которая  больше  или  рав¬ 
на  другой. 

АВ  АС  „  , 

Пусть  дано  ^  С=  Д  С  ипритомъ  АВ  или  боль¬ 

ше  или  равно  АС.  Требуется  доказать,  что  дАВС^од  А'В'С'. 

Доказ.  Отложимъ  АН=А'В'  и  проведемъ  1)6  ||  ВС,  тогда 
(§  85,  теор.  1)  имѣемъ: 

АВ  _  АС 
АП  ~=  АО  ’ 

Сравнивая  эту  пропорцію  съ  данной,  заключимъ,  что  А6= 
=А'С/  и  слѣдов.  Д  АІ)6=  д  А'В'С' ,  такъ  какъ  эти  треуголь¬ 
ники  имѣютъ  по  двѣ  равныя  стороны  АП— А'В'  и  АѲ=А'С/ 
и  по  равному  углу  Д  6=--  Д  С=  Д  С',  лежащему  противъ  А'В', 
которая  по  условію  не  менѣе  А'С'  (§  53,  теор.  3).  Но  углы 
д  АВС  равны  угламъ  д  АП6,  значить  и  углы  данныхъ  тре¬ 
угольниковъ  тоже  равны,  т.  е.  дАВС«>Д  А'В'С', 
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Замѣчаніе.  Если  треугольники  (чер.  177)  имѣютъ  по  двѣ 
пропорціональныя  еторопн  и  по 
равному  углу,  лежащему  про- 
тавъ  меньшей  стороны,  то  они 
не  будутъ  подобны  между  собою 
только  въ  томъ  случаѣ, если  одинъ 
изъ  нихъ  остроугольный,  а  дру¬ 
гой  тупоугольный,  потому  что 


пе  равны  между  собою 


если  АВ<ВС,  то  ДВІ)С  и  д  А'В'С 
(§  53,  замѣч.,  теор.  3). 

Слѣдствіе.  Прямоугольные  треугольники  подобны,  если 
они  имѣютъ  гипотенузу  и  одинъ  изъ  катетовъ  пропорціо¬ 
нальными. 

Теорема  4.  Треугольники  подобны,  если  два  угла  одного 
порознь  равны  двумъ  угламъ  другаго. 

Потому  что  третьи  углы  этихъ  треугольниковъ,  какъ  до¬ 
полненія  до  двухъ  прямыхъ,  тоже  равны  (§  50),  а  потому 
треугольники  подобны. 

Слѣдствіе  I.  Треугольники  подобны,  если  стороны  одного 
порознь  параллельны  (и ли  порознь  перпендикулярны)  сто¬ 
ронамъ  другаго. 

Потому  что.  разсуждая  подобно  тому,  какъ  въ  случаѣ  ра¬ 
венства  треугольниковъ  §  53  теор.  4,  слѣд.  1,  докажемъ,  что 
такіе  треугольники  необходимо  имѣютъ  но  два  равныхъ  угла. 

Слѣдствіе  2.  Прямоугольные  треугольники  подобны,  если 
острый  уголь  одного  равенъ  острому  углу  другаго. 

СдѢДСТВІС  3.  Въ  подобныхъ  треугольникахъ  высоты,  опу¬ 
щенныя  изъ  вершинъ  равныхъ  угловъ ,  пропорціональны  сход- 
ствсннымт,  сторонамъ. 

Такъ  если  ДАВС°°  Д  А'В'С/  (чер.  178),  то  отношенія  вы¬ 
сотъ: 

ВТ)  _  АВ  __  АС  _  ВС 
В'В' —  А'В7  ~  А'С'  ~  Ш7  ’ 
потому  что  прямоугольные 
треугольники  АВ1)  п  А'В'И', 
"  и  ВВС  и  В'Б'С'  подобны  (слѣд.  2). 

Задача.  На  данной  прямой  АВ  построить  треугольникъ, 
подобный  данному  треугольнику  А'В'С'. 

Рти.  Откладывая  на  данной  прямой  при  концахъ  ея  А  и 
В  углы  А'  и  В',  получимъ  искомый  треугольникъ  АВС. 

§  94.  Изъ  всего  сказаннаго  о  подобіи  треугольниковъ  слѣ¬ 


Чер.  178. 


у 
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дуетъ,  что  два  треугольника  АВС  и  А'В'С'  подобны,  если 
даны  два  изъ  пяти  соотношеній: 

,  АВ  АС  ВС 

А— А;  В— В;  С—С';  А'В'  “  А'с'  ~  ІРсГ 

Исключеніе  представляетъ  только  одинъ  случай,  а  именно, 
когда  треугольники  имѣютъ  по  двѣ  пропорціональныя  сторо¬ 
ны  н  по  равному  углу,  лежащему  противъ  меньшей  изъ  нихъ, 
и  притомъ  одинъ  треугольникъ  остроугольный,  другой  тупо¬ 
угольный  (§  93,  теор.  3,  замѣч.).  Но  и  въ  этомъ  случаѣ, 
если  оба  треугольника  одного  рода,  т.  е.  оба  прямоугольные, 
или  оба  тупоугольные,  или  оба  остроугольные,  то  они  подоб¬ 
ны.  Вслѣдствіи  этого  всѣ  условія  подобія  треугольниковъ  мож¬ 
но  выразить  въ  одномъ  предложеніи: 

Треугольники  подобны,  если  они  одного  рода  и  если  су¬ 
ществуютъ  два  изъ  пяти  слѣдующихъ  условій: 

,  ,  АВ  АС  ВС 

А=А;  В=В';  С—С;  д,ц,—  щъ— ^>с«- 

Замѣчаніе,  Сравнивая  условія  подобія  треугольниковъ  съ 
условіями  равенства,  легко  видѣть,  что  послѣднія  составля¬ 
ютъ  частный  случай  первыхъ.  Причемъ  къ  каждымъ  двумъ 
условіямъ  подобія  должно  прибавить  для  полученія  условій 
равенства  еще  одио  условіе,  выражающее,  что  отношеніе 
двухъ  какихъ  ннбудь  сторонъ  равно  единицѣ,  т.  е.  что  тре¬ 
угольники  имѣютъ  еще  но  одной  равной  еторонѣ.  Т.  об.  по¬ 
добіе  выражается  двумя  условіями,  а  равенство  тремя. 


Подобіе  ліногоу  го.іьмипѳігь. 

§  95.  Пусть  данъ  многоугольникъ  АВССЕ  (чер.  179). 
Изъ  вершины  какого-нибудь  угла  А  проведемъ 
діагонали  и  чрезъ  какую-нибудь  точку  Е,  пря¬ 
мой  АЕ  проведемъ  прямую  Е,0,  ||  ЕЙ;  чрезъ 
точку  пересѣченія  V,  прямой  Е.  І\  съ  діаго¬ 
налью  А1)  проведемъ  прямую  1),С,  ||  ВС,  и. на¬ 
конецъ  чрезъ  точку  пересѣченія  (^прямой  С4В, 
съ  діагональю  АС  проведемъ  прямую  В,  С,  )| 

||  ВС  до  встрѣчи  съ  прямою  АВ.  Такамъ  обра¬ 
зомъ  составится  многоугольникъ  АВ1С1Б1Е1,  углы  котораго 
соотвѣтственно  равны  угламъ  даннаго  многоугольника  (§43, 
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теор.  6).  Изъ  подобія  треугольниковъ  АВС  и  АВ,С,  имѣ¬ 
емъ,  что 


АВ  _  ВС  _  АС 

АВ,  В,  С,  АС,  ' 

Изъ  подобія  'треугольниковъ  АСГ)  и  10,0,  имѣемъ,  что 


АС  СО  АО 


АС,  С,  О,  АО, 

и,  наконецъ,  изъ  подобія  треугольниковъ  АОЕ  и  АО,Е,  имѣ¬ 
емъ,  что 


АР  _  ОЕ  _  АЕ 
АО,  Р,Е,  АЕ,' 

Сравнивъ  эти  три  ряда  пропорцій,  получимъ: 

АВ  ВС  СО  ОЕ  АЕ 


АВ,-  В,С~  С,  О,  0,Е,  АЕ, 
Многоугольники  называются  подобными,  когда  ихъ  уі.іы 
•порамъ  равны  и  сходственныя  стороны  пропорщомалшы. 

$  96.  Теорема  I.  Діагонали,  проведенныя  изъ  соотвѣт¬ 
ственныхъ  угловъ  подобныхъ  многоугольниковъ,  раздѣляютъ 
ихъ  на  одинаковое  число  подобныхъ  м  сходственно  -располо¬ 


женныхъ  треугольниковъ. 

Дано,  что  АВСРЕ«°аЬейе  (чер.  180)  и  изъ  соотвѣтствен¬ 
ныхъ  угловъ  А  и  а  проведены  діагонали.  Требуется  доказать, 
что  дАВС°°Дайс;  д  АСИ=  Д  аей  и  дАОЕ°=Дайе. 

Доказ.  Изъ  подобія  данныхъ 
многоугольниковъ  слѣдуетъ,  что 
АВ  ВС  ^  в  =  АЬ,  а  потому 


Чер.  180. 


аЬ  Ье 

с  д  АВСсо  Д  аЪс  (§  93,  теор.  2). 
Изъ  подобія  послѣднихъ  трсу- 


,  ВС 

сольниковъ  имѣемъ,  что  : — 


=_  и  /  ВСА  =  А  Ъса,  а  изъ  подобія  многоугольниковъ 
ас 

имѣемъ  и  А  ВСІ)=  /  Ъсй,  отсюда  слѣдуетъ,  что 

Ьс  ей 

АС  _СО  и  ^  АСО=  /  ассі,  а  потому  дАСН°°Да«2(§  93, 
ас  ей  і 

теор.  2). 

Продолжая  такимъ  образомъ  разсуждать  далѣе,  докажемъ 
подобіе  остальныхъ  треугольниковъ,  сколько-бы  ихъ  ни  было. 
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Тсарсма  2,  обр.  Многоугольники  подобны,  ес.ги  они  раз¬ 
дѣляются  діагоналями,  проведенными  изъ  вершинъ  двухъ 
соотвѣтствующихъ  угловъ,  на  одинаковое  число  подобныхъ 
и  сходственно-расположенныхъ  треугольниковъ. 

Дано,  что  АВСОЕ  н  аЬсйе  дѣлятся  діагоналями,  про¬ 
веденными  изъ  вершинъ  угловъ  А  и  я,  па  подобные  и  оди¬ 
наково  расположенные  треугольники ,  т.  е.  д АВС  «од аЬс, 
д АСО«°  ДяЫ  и  дАОЕоод айе.  Требуется  доказать,  что 
АВСРЕ°°аЬсйе,  т.  е.  что  въ  этихъ  многоугольникахъ  углы 
порознь  равны  н  сходствсшшя  стороны  пропорціональны. 

Доказ.  Углы  этихъ  многоугольниковъ  равны,  потому  что 
они  составлены  изъ  равныхъ  угловъ  одинаково  расположен¬ 
ныхъ  подобныхъ  треугольниковъ.  Напр.  АО  —  А  с,  потому 
что  изъ  подобія  треугольниковъ  АВС  н  аЪс  слѣдуетъ  равен¬ 
ство  угловъ  ВСА  п  Ъса,  а  изъ  подобія  треугольниковъ  АСИ 
и  аей  слѣдуетъ  равенство  угловъ  АСИ  и  я  «Г. 

Но  условію  д  АВС°°  Д  аЬс,  откуда 

АВ  =  ВС_АС. 
аЬ  Ъс  ас  ’ 

дАСР*»Даей,  откуда 

АС  _  СП  _  АН  . 
ас  ей  ай' 

н,  наконецъ,  дАИЕ«ода<к,  откуда 
АИ.  _  СИ  ЕЛ 

ай  ей  еа 

Сравнивая  эти  три  ряда  пропорцій,  получимъ: 

АВ_  ВС  _  СИ _ ИЕ  _ЕА 

а Ь  Ъс  ей  Ас  еа 

т.  е.  стороны  данныхъ  многоугольниковъ  проі^рціопальны . 

Задача.  На  данной  прямой  АВ  построитъ  многтрозъ- 
ншъ,  подобный  данному  аЬсйс. 

Рѣш.  На  дайной  прямой  АВ  построимъ  ДАВС,  по¬ 
добный  Д  аЪс.  Затѣмъ,  на  АС  построимъ  дАСИ,  подоб¬ 
ный  д  аей  н  т.  д.  Такимъ  образомъ  получимъ  мпогоутоль- 
инкъ  АВСИЕ,  подобный  по  теоремѣ  данному  многоугольнику 
аЪсйе. 

§  97.  Теорема-  Периметры  подобныхъ  многоугольниковъ 
относятся  какъ  сходственныя  стороны. 

Дано,  что  АВСПЕоэоісгій  (чер.  180).  Требуется  доказать, 
АВА-ВС+СР+РК+ЕА  _  АВ 
а Ъ  +  Ъс  ей -\-  Ас  еа  аЬ 


что 
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Дота.  По  опредѣленію  подобія  многоугольниковъ  имѣемъ, что 

АВ ВС=Ш_І)Е_  ЕА 

аЬ  Ьс  сЛ  Ле  еа 

Но  въ  рядѣ  равныхъ  отношеній  еумма  предыдущихъ  чле¬ 
новъ  относится  къ  суммѣ  послѣдующихъ,  какъ  одинъ  пре¬ 
дыдущій  къ  своему  послѣдующему,  а  потому 

АВ + ВС  +  СР + РЕ  + ЕА АВ 

аЬ  Ьс  сЛ  Ле  с.а  аЪ 

§  98.  Изъ  опредѣленіи  подобія  многоугольниковъ  слѣдуетъ 
что  всѣ  правильные  многоугольники  одноименные,  т.  с.  съ 
одинаковымъ  числомъ  сторонъ,  подобны,  потому  что  веѣ 
углы  ихъ  равны  между  собою  (§  65)  и  отношенія  сторонъ 
равны. 

ТмфС'МЯ-  Периметры  правильныхъ  одноименныхъ  много¬ 
угольниковъ  относятся  между  собою  какъ  ихъ  апоѳемы  или 
каш  разстоянія  вершинъ  от  центровъ  этихъ  мнтоуюлъ- 


никовъ. 

Даны  правильные  многоугольники  АВСГЖ  н  аЪсЛс  (чер.  181). 
Пусть  будутъ  О  в  о  центры,  (Ж  и  о» — аиоеемы.  Означая 
чрезъ  Р  н  р  длины  периметровъ  этихъ  многоугольниковъ,  дока- 
Р  (Ж  АО 

жемъ,  что  — — — = - 

Доказ.  Такт,  какъ  АО  и 
ВО,  а  также  ао  и  Ъо,  суть 
равнодѣлящія  равныхъ  угловъ 
с  дачныхъ  многоугольниковъ 
(§  65,  тсор.  1),  то  въ  тре¬ 
угольникахъ  АОВ  и  аоЬ  углы 
при  основаніяхъ  АВ  и  аЬ  рав¬ 
ны  между  еобою,  а  потому 

д  АОВ°°  Д  аоЬ  (§  93,  тсор  4).  Слѣдовательно 

Р  АВ 

(§  93,  теор.  4,  елѣд.  3)  н  по  §  97  имѣемъ,  что  ,  а 


потому  — = — = — 
Р  . 


(Ж 

оп 


АО 

ао 


ІІ.івіцади  ■«(ііміо.іиііейиыхт.  Фигуръ. 

§  99.  Всякая  геометрическая  фигура  яапиыаетъ  опредѣ¬ 
ленную  часть  плоскости,  на  которой  помѣщается.  Величина 
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такой  части  плоскости  называется  площадью  фигуры  и  сдѣд. 
площадью  геометрической  фигуры  называется  величина 
части  плоскости,  заключающейся  между  линіями,  кото¬ 
рыя  ограничиваюглг  фигуру. 

Измѣрить  площадь  фигуры  значить  сравнить  эту  площадь 
съ  какой-нибудь  извѣстной  площадью,  принимаемой  за  еди¬ 
ницу  мѣры  площадей,  и  узнать  изъ  сколькихъ  единицъ  или 
частей  единицы  состоитъ  данная  площадь.  За  единицу  мѣры 
площадей  принимаютъ  квадратъ,  сторона  котораго  равна 
линейной  единицѣ.  Такую  единицу  называютъ  квадратною 
единицею.  Напр.  квадратный  аршинъ  есть  квадратъ,  сторо¬ 
на  котораго  равняется  аршину.  Так.  обр.  величина  части 
плоскости,  занимаемой  всякой  фигурой,  выражается  числомъ, 
которое  показываетъ,  сколько  въ  данной  площади  заключает¬ 
ся  квадратныхъ  единицъ,  или  частей  этой  единицы.  Напр. 
если  говорятъ:  площадь  пола  равна  176  квадратнымъ  арши¬ 
намъ,  то  это  значитъ,  что  въ  ней  заключаете»  176  квад¬ 
ратовъ,  имѣющихъ  сторону  въ  одинъ  арншпъ. 

Число,  показывающее  сколько  въ  данной  площади  заклю¬ 
чается  квадратныхъ  единицъ,  или  частой  такой  единицы,  опре¬ 
дѣляетъ  даппую  площадь  н  есть  мѣра  площади. 

Отношеніемъ  одной  площади  къ  другой,  панр.  площади  пря¬ 
моугольника  А  ВСБ  (чер.  182)  къ  площади  абаі.  называется  цѣ¬ 
лое  илн  дробное  число,  показывающее  сколь¬ 
ко  разъ  въ  первой  площади  заключается 
вторая  или  какая-нибудь  часть  второй;  та-  в 
кое  отношеніе  обозначаютъ  такъ 
А ВОР  АС 

- г  -  1  ИЛИ  -  • 

аоса  ас 

Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  мгьра  и.шщади 
есть  отношеніе  этой  площади  кг  гиощади  А 
квадрата,  принятаго  за  единицу  мѣры. 

Двѣ  фигуры  называются  равными,  если  совмѣщаются  при 
наложеніи  другъ  на  друга;  понятно,  что  и  площади  такихъ 
фигуръ  тоже  равны  и  имѣютъ  одинаковую  мѣру.  Т.  обр.  рав¬ 
ныя  фигуры  равномѣрны. 

§  100.  Измѣреніе  площадей  прямолинейныхъ  фигуръ  осно¬ 
вано  па  слѣдующихъ  теоремахъ: 

Теорема  I.  Отмочите  площадей  двухъ  прямоугольниковъ, 
имѣющихъ  равныя  основанія  и  разныя  высоты,  равно  оиі- 
потенію  ихъ  высотъ. 


—  по  — 


Пусть  даны  два  прямоугольника  АС  и  ас  (чер.  183) .  осно¬ 
ванія  которыхъ  АВ=аі.  Требуете*  доказать,  что 
АС  _  АТ) 
ас  ай 

Дока-і.  Высоты  АТ)  и  ас?  могутъ  быть 
соизмѣримы  и  несоизмѣримы;  разсмо¬ 
тримъ  каждый  изъ  этихъ  двухъ  слу¬ 
чаевъ  отдѣльно. 

1-й  случай.  Высоты  Л I)  и  ай  имѣ¬ 
ютъ  общую  мѣру  А.Т,  и  пусть  эта  об¬ 
щая  мѣра  укладывается  въ  АП—»* 
разъ  и  въ  ай — п  разъ,  то  (§  83) 

ЛІ)  т 


ь 


Чер.  183. 
С 


ай 


=г  (г)- 


Если  чрезъ  точки  дѣленій  высотъ  АІ)  и  «сГ  проведемъ  пря¬ 
мыя  параллельныя  основаніямъ  прямоугольниковъ,  то  раздѣ¬ 
лимъ  ѳтими  параллельпьгми  АС  на  »»,  а  ас  на  п  прямоуголь¬ 
никовъ.  Всѣ  эти  т 4- я  прямоугольниковъ  имѣю  тъ  высоты  рав¬ 
ныя  АЛ  и  разныя  между  собою  оеповяиія,  такъ  какъ  от¬ 
рѣзки  параллельныхъ  между  параллельными  равны  (§  38,  теор. 
1)  и  основанія  данныхъ  прямоугольниковъ  по  условію  тоже 
равны,  а  потому  легко  доказать,  что  всѣ  ж  +  п прямоуголь¬ 
никовъ  равны  между  собою.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  возьмемъ  ка¬ 
кіе-нибудь  два  изъ  нихъ,  иапр.  РК  и  рг,  и  наложимъ  пер¬ 
вый  на  второй  такъ,  чтобы  основаніе  Р8  совмѣстилось  съ 
равнымъ  ему  основаніемъ  р$,  то,  по  равенству  прямыхъ 
угловъ,  Ру  пойдетъ  но  р$  п  811  но  8-т,  причемъ,  вслѣдстши 
равенства  высотъ,  точка  У  упадетъ  въ  д  и  К  въ  г;  значитъ 
УК  совмѣстится  съ  */;•  н  слѣдов.  прямоугольники  совмѣстят¬ 
ся,  а  потому  они  равны.  На  основаніи  этого  имѣемъ: 

АС=»в.  РК  н  ас=п.  РК; 

АС__»  () 

откуда  вс-» 

Сравпивая  (1)  со  (2),  получимъ  (акс.  1): 

АС  АР 
ас  ~~  ай  ' 

2-й  случай.  Высоты  АІ>  и  а^  (чер.  184)  несоизмѣримы; 
докажемъ,  что  и  въ  атомъ  случаѣ  отношеніе  площадей,  т.  е. 

—  не  можетъ  быть  пи  бо-тѣе  ни  менѣе  отпошеиія  соотвѣт¬ 


ствующихъ  высотъ,  т.  с. 


АР 
ай 
АС  АР 

> 


Въ  самомъ  дѣлѣ  положимъ,  что 


Чер.  184. 


(1  і 

□ 


ас  ай 

Чтобы  первое  изъ  этихъ  отношеній  сдѣ¬ 
лать  равнымъ  второму,  увеличимъ  вто¬ 
рое  отношеніе,  взявъ  вмѣсто  АР  другую 
прямую  АХ  большую  АР  н  притомъ  та¬ 
кую,  чтобы  было 

АС  АХ 

- -  = - у  (1). 

ас  ай  4  ' 

Раздѣлимъ  высоту  ай  на  столько  рав¬ 
ныхъ  между  собою  частей,  чтобы  каждая 
часть  была  меиѣе  РХ  н  будемъ  эту  часть 
откладывать  отъ  точки  А  на  прямой  АХ,  тогда  по  крайней 
мѣрѣ  одно  изъ  этихъ  дѣленій  упадетъ  между  точками  Р  и 
X,  напр.  въ  точку  V.  Чрезъ  эту  точку  У  проведемъ  прямую 
УѴ  ||  АВ,  то  подучится  новый  прямоугольникъ  АВУ  У,  высота 
котораго  АУ  соизмѣрима  съ  высотою  ай  прямоугольника  аЬсй 
(потому  что  АУ  и  ай  имѣютъ  общую  мѣру);  слѣдов.,  по  1-му 
,  АѴ  А  У 

случаю,  имѣемъ:  — = — ;  (л). 

но  ай 

Раздѣливъ  (1)  на  (2),  получимъ: 

АС _ АХ 

АѴ  АУ  ’ 


АС 


что  невозможно,  потому  что  первое  отношеніе  ^у<  1.  такъ 

АХ 

какъ  АС  <  А  V;  а  второе  отношеніе  >  1 ,  такъ  какъ  АХ> АУ. 

Нзъ  этого  видно,  что  невозможно  допустить,  чтобы  отпоше- 
.  АС  АР 

ше  было  болѣе  •  Подобнымъ  же  образомъ  докажемъ, 

АС  АР  „ 

чтобы  —  било  меиѣе  — ,  '  Если 
ас  ай 

АС  „  АР 

же  ——не  можеп.  быть  ни  болѣе  и  ни  менѣе  — у,  то  (акс.  9) 
ас  ай 


что  невозможно  допустить, 


АС 


что  и  требовалось  доказать. 


АР 

ай 
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Слѣдствіе  I-  Такъ  какъ  за  основаніе  прямоугольника  лож¬ 
но  принять  всякую  его  сторону,  то  можно  сказать,  что  от¬ 
машете  площадей  двухъ  пряма  угольниковъ,  имѣющихъ  рав¬ 
ныя  высоты  и  разныя  основанія ,  равно  отношенію  ихъ  осно¬ 
ваній. 

Слѣдствіе  2-  Если  въ  прямоуюмпытъ  одна  сторона  по¬ 
стоянна,  а  другая,  прилежащая  первой,  измѣняется,  то 
площадь  прямоугольника  пр оцор і они лън а  измѣняющейся  сто¬ 
ронѣ. 

Теорема  2.  Отношеніе  площадей  двухъ  прямоугольниковъ 
съ  какими  угодно  основаніями  и  высотами  равно  произве¬ 
денію  отношенія  ихъ  основаній  ни  отношеніе  ѵх»  высотъ. 
Пусть  даны  два  прямоугольника  АВСП  и  оАс<Г(чер.  185); 

требуется  доказать,  что 

АС _ АВ  АП 

ас  аЬ  асі 

Доказ.  Построимъ  прямоуголь¬ 
никъ  КОКЕ,  у  котораго  основа¬ 
ніе  равно  основанію  одного  нрямо- 
уголынса  АС  и  высота  высотѣ  дру¬ 
гаго  ос;  т.  с.  К(х=АВ  и  КК=шІ. 
Прямоугольники  АС  и  КК  имѣютъ  равныя  основанія,  и,  по 
теор.  1,  имѣемъ: 

ЛС  АІ)  ѵь-  , 

иди  такъ  какъ  КК=аа, 

АС  АІ) 

КѴ~~вЛ  (1)- 

Прямоугольники  КК  и  ас  имѣютъ  раиния  высоты  в  сдѣд  ,  по 

КК  КО  ,  „ 

1  теор.,  млѣемъ:  — =— г,  или  такъ  ісакъ  К6=АВ, 
г  '  ас  аЬ' 

КК  АВ 

ас  аЬ 

Помножая  (1)  на  (2)  и  сокращая  КК,  получимъ: 


(2). 


АС 

ас 


АВ 

аЬ 


АП 

всі 


Теорема  3.  Площадь  прямоугольника  измѣряется  произ¬ 
веденіемъ  длины  его  основанія  на  длину  его  высоты,  при¬ 
чемъ  за  единицу  площади  принятъ  квадратъ,  сторона  ко¬ 
тораго  есть  единит  длины. 
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Пусть  данъ  квадратъ  (чер.  186),  принятый  за,  единицу  мѣ¬ 
ры  площадей,  сторона  котораго  аЬ=шІ  ^ 

есть  единица  длины,  и  пусть  данъ  какой 

нпбудь  пряыоуго.іышкъ  АВС1),  основаніе  |} _ _ с 

котораго  АВ  имѣетъ  длину  а;  а  высота 
АП  длину  Н.  Означимъ  чрезъ  5  мѣру  пдо-  , 

щади  итого  прямоугольника  и  докажемъ,  что  |  с| _ с 

а  .  и.  I _ )  |_П 

Доиаз.  По  теоремѣ  2-й  имѣемъ:  А  в  "  ь 

а.1.  АВСП АВ  АІ) АВ  АІ) 

л.і.  аЬЫ  аЬ  асС  аЬ  ’  аЪ 

„  ,  .  АВСП 

Ьъ  атомъ  равенствѣ  отношеніе  площадей  равно  чи¬ 

слу,  измѣряющему  площадь  АВСП  квадратомъ  аімі  (§  99), 
А  В  АП 

т.  е.  равно  $;  а  отношенія  и  ]іавыы  ч падямъ,  вы¬ 
ражающимъ  соотвѣтственно  результатъ  измѣренія  основанія 

\в 

АВ  п  высоты  АП  единицею  мѣры  аіі  (§  83),  и  с.гѣдов. 

.  „  АП 

есть  длина  основанія  АВ  прямоугольника,  т.  е.  а;  а 

длина  высоты  АІ),  т.  е.  Іі.  Поэтому  имѣемъ: 

з=а.и, 


Замѣчаніе.  Обыкновенно  эту  теор.  выражаютъ  сокращен¬ 
ію,  хотя  и  не  точно,  гакъ:  площадь  прямоуго.ѣншш  равна 
произведенію  ею  основанія  на  высоту. 

Слѣдствіе.  Площадь  квадраши  измѣряется  втоуюй  сте¬ 
пенью  длины  ею  стороны.  Такъ  если  длина  стороны  квад¬ 
рата  есть  а,  то  мѣра  его  площади  будетъ  аа. 

§  101.  Тев |Н‘11  <1.  Л.шщадъ  всякаго  треугольника  измѣряет¬ 
ся  половиною  произведенія  длины  ею  основанія  на  длину 
высоты. 

Означимъ  черезъ  я  мѣру  площади  треугольника;  чрезъ  а 
длину  его  основанія  н  чрезъ  1 г — длину  высоты.  Требуется 
доказать,  что 


а.  и 


Доказ.  Одинъ  изъ  двухъ  угловъ,  прилежащихъ  сторонѣ, 
принятой  за  основаніе,  можетъ  быть  прямой,  а  другой  острый, 

3 
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нлн  оба  острые,  или  одинъ  тупой,  другой  оетрий;  разсмо¬ 
тримъ  каждый  ивъ  этихъ  3-хъ  случаенъ  отдѣльно: 

1- й  случай.  Въ  д  АВС  (чер.  187),  уголъ  Л  прямой;  осно- 

панн;  АВ=«;  высота  СА=г М  совпадаетъ 
ор'  со  стороною.  Проведемъ  чрезъ  точки  С  и 

'•’« . . і)  В  прямыя  (Л)  ||  АН  и  В1)  !|  АС,  то  полу¬ 

чится  прямоугольникъ  АВІ)С,  который  ра- 
^1!  венъ  двойному  треугольнику  АВС,  потому 
что  діагональ  ВС  дѣлитъ  парял.іелограмъ 
на  диа  равныхъ  треугольника.  По  §  1 00  теор.  3  .мѣра  пло¬ 
щади  прямоугольника  АВСІ>  есть  2л=я.А,  откуда 
_аЛ 
2  ‘ 

2- й  случай.  Въ  Д  АВС  (чер.  18Ь),  углы  А  н  В  острые: 
„  1ВВ  основаніе  АВ=«;  высота  СК —Іі. 

У'  ДАВС=-ДАСК+ДВСК. 

По  1-мг  случаю  мѣра  площади  д  АСК— 

X  АК  .СК  '  , 

а* - ■: - ^ — ;  а  мѣра  площади  дЫК  = 

вк.ск 

=  — 0 - О.гЬд.  мѣра  площади 


Д  АВС~ 


•  _  АК  СК  4-ВК.СК_(,Уѵ4-ВК)СК _ АВ  .  (  К 


а.  к 


или 


3-й  случай.  Въ  дЛВС  (чер.  180)  уголъ  Л  тупой;  осно¬ 
ваніе  АВ=»;  высота  СК=/«. 

1вр  1и"'  д  АВС=  Д  КЬС — Д  К  А  С . 

По  1-му  случаю  мѣра  площади  дКВС~ 

кв.ск  , 

=  - — .  а  мѣра  площади  д  КАІ  = 
в  КА.СК  , 

— - — .  Слѣдов.  мѣра  площади 

.  КВ  .  СК — КА.СК  (КВ — КА)СК ЛВ  .  СК 

д  АВС  — - ^ - =' - о - =  - 

а .  к 

Н=Т’ 


Слѣдствіе  I.  Мифа  площади  прямоугольнаго  треугольна- 
т;а  е.сшъ  половина  произведенія  длинъ  по  катетовъ. 
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С.гѣдетві(*  2.  Отношеніе  площадей  двухъ  треугольников* 
/швѣ»  произведенію  отношенія  ихъ  основаній  на  отношеніе 
высотъ. 

С.ГѣДСТВІе  8.  Если  въ  -треугольникѣ  основаніе-  постоян¬ 
но.  а  высота  измѣняется ,  то  площадь  треугольника  пропор¬ 
ціональна  высотѣ.  І'клиже  высота  постоянна,  а  основаніе 
измѣняется,  то  іиощадь  пропорціональна  основанію. 

Слѣдствіе  4.  Псѣ  треугольники  а  рапным»  основаніями 
и  высотам  к  равномѣрны. 

$  102.  Всякая  прямолинейная  фигура  можетъ  быть  раз¬ 
дѣлена  прямыми  линіями,  иапр.  діаічшадями,  на  треугольники, 
слѣдов.  мѣра  площади  всякой  прямолинейной  фигуры  рав¬ 
няется  суммѣ  мѣръ  такихъ  треугольниковъ.  По  §  101  мѣра 
ил  о  щади  каждаго  треугольника  можетъ  бнп.  найдена,  н  т. 
обр.  всякая  прямолинейная  фигура  можетъ  бить  намѣрена. 
Примѣнимъ  итогъ  способъ  къ  выводу  употребительныхъ  вы¬ 
раженій  мѣры  площади  параллелограмма,  трапеціи  и  всякаго 
правильнаго  многоугольника. 

Теорема  I.  Площадь  венмтп  пир (илело  грамма  измѣряет¬ 
ся  произведеніемъ  длины  ею  основанія  на  длину  высоты. 

Пусть  въ  параллелограммѣ  ЛИСП  (чер. 

190)  основаніе  Л  В— я  н  высота  1>К=й; 
л — мѣра  площади  его.  Требуется  доказать, 
что  я=а  .  и. 

Дома.  Проведемъ  діагональ  1)В(§  58, 
теор.  4),  то 

н.т.  ЛВСІ)  =  п.г.  дАВВ+нл.  д  ПВС. 

Но  такъ  какъ  дАШ>—  ДІ>ВС,  то 

ил.  АВСІ>=2.  ил.  дАПІ). 


Чер.  НМ. 


Но,  но  $  101.  мѣра  нлощ. 


ДАШ)= 


ч  ■  к 

о 


слѣдов. 


ІІ. 


(і.іѣдгтвіе  I.  Леѣ  параллелограммы  а  равными  основа¬ 
ніями  и  равными  высотами  равномѣрны . 

Слѣдствіе  2.  Если  въ  пщшл.іелоіраммѣ  основаніе  посто¬ 
янно,  а  высота  измѣняется ,  то  площадь  его  пропорціопаль- 
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м  высотѣ.  Если,  же  высота  постоянна,  а  основаніе  измѣ¬ 
няется,  то  площадь  пропорціональна  основанію. 

Теорема  2.  Площадь  трапеціи  измѣряется  произведе¬ 
ніемъ  полсуммы  длинъ  ея  параллельныхъ  сторонъ  на  раз¬ 
стояніе  между  ними. 

Пусть  ЛВСІ)  (чер.  191)  трапеціи;  АВ=  а;  ПС=Ь  н  Ш=Іг; 

Чер.  191 .  (а  +  Ь)  іі 

^  требуется  донизать,  что  Ъ= - ^ - 


с 


ХТ . — . \  І  Док  аз.  ІІроііеда  діагональ  ОВ,  полу- 

/  чинъ 

•  '  °  пл.  АВ(Л)  =  ил.  дАШ)  +  нл.Д  ПИС¬ 

АВ  •  ПК  __  а  и 

Но  мѣра  пл.  Д  АВ1)  =  ^  '  <>  ’ 

І)С  .  вк  ь.и 

мѣра  пл.  д ПНС  = — -х - =— ,  слѣдовательно 


а  Л  ,  Ыг 

8  = -г +-=-■ 


_(Я  +Ь)  л 


Слѣдствіе.  Площадь  трапеціи,  измѣряется  произведе¬ 
ніемъ  д.шны  высоты  на  длину  прямой,  соединяющей  сре¬ 
дины  непараллельныхъ  сторонъ.  Потому  что  въ  трапеціи 
АВ+ВС  _№  5?;  теор  3)_ 

Теорема  3-  Площадь  всякою  правильнаго  многоугольника 
измѣряется  произведеніемъ  длины  сю  периметра  на  поло¬ 
вину  длины  апооемы. 

Пусть  даігь  правильный  многоугольникъ  АВС1)К1’'(чер.  192). 

Чрезъ  в,  р  и  а  означимъ  соотвѣтственно 
мѣру  его  площади,  длину  периметра  и  длину 

а 

с  апооемы  ОК;  докажемъ,  что  $=р.  5  ■ 

Дотз.  Соединивъ  центръ  О  еъ  вершн- 
п  вами,  получимъ  равные  треугольники.  Мѣра 
площади  каждаго  есть  произведеніе  длины 
стороны  на  гтлошшу  длины  апооемы,  н  слѣд. 


*  =  1>-  О  • 

§  103.  Задача  1.  Опредѣлишь  мѣру  площади  треуголь¬ 
ника,  когда  дана  длина  каждой  изъ  трехъ  сторонъ  сю. 


ПТ 


Гѣт.  Пусть  будетъ  длина  сторонъ  дАІК  а,  !>  и  с  (чер 

с. (К  1Я,. 

193);  мѣра  его  площади  »;  тогда  5=  «р  *р' 

<§  101);  СК  =  ѵѴ— АК4  (§  89.  теор.  1, 


слѣд.  2); а*—~Ь*-\-с* — 2с, АК  (§90), откуда  /> 

«*  А‘ 
А  К— —  .. - •;  а  потому 


2с 


(Г  =  >/4ЬѴ~  ^  ±  с‘  ~~  Й<)* 

‘2с 


слѣдовательно  $  =  У,  Ѵ^ЬѴ— (Ь*  +  сі  “~Т 

- : - ^ - К ГГ7 - ТЗ  і  _ 


=  Ѵ,  і/егбо+У-і-с*— о*)  (ЯЬс— У— С1  +  аі\= 


=Ѵ.  і/Г^-Ьс)*— «М  К— Ф— <?)Ч= 


=  '/>  |/(Ь+с+й)  {Ь+с-  а)  (а-гЬ—с)  (а-Ь-рс). 

Полагая  а+Ь+іг=*р,  получимъ: 


8=  і /р  (р—«)  (/'—')• 

;іадача  2.  По  данной  сторонѣ  равносторонняго  тре¬ 
угольники  найти  мѣру  по  площади. 

Полагая  а—Ь—е.  найдемъ,  что  р—  Да;  елѣдші. 


:)т„  выраженіе  можно  прямо  найти  но  §  101. 

Задача  3-  Данный  многоугольникъ  превратить  въ  равно¬ 
мѣрный  сиу  треугольникъ. 

ІРът.  Пусть  данъ,  яапр.  пятиугольникъ  АВСІЖ  (чер.  194). 
Проведя  діагональ  В1>,  отдѣлимъ  че,..  пи. 

треугольникъ  В(‘Т>.  11|>овед*  за-в_  ц  о 
тѣмъ  чрезъ  вершину  С  прямую 

С(У  |;  ЦП,  замѣтимъ,  что  всѣ  \  У  \  '''-•■..Д Ѵ  '-'-Дчс’ 
треугольники,  имѣющіе  основа-  '^Х.Д 
шелъ  151 )  и  вершина  которыхъ  А 
на  прямой  СС',  равномѣрны  тре-  в 

угольнику  ВС1>(§  101.  слѣд.  4)  и  каждый  изъ  нихъ  со¬ 
ставятъ  съ  чет  ире  у  гольв  и  комъ  АВПЕ  многоугольникъ  ранио- 
мѣрниП  данному  пятиугольнику.  Для  того,  чтобы  новый  много- 
уго.іышігь  имѣлъ  одною  вершиною  менѣе  даннаго,  долито 
шл.  всѣхъ  упомянутыхъ  треугольниковъ  выбрать  хоть,  ко¬ 
тораго  вершина  въ  С'— точкѣ  встрѣчи  параллельной  съ  про- 


1ІЙ  — 


доласенной  стороной  КО.  Такое  построеніе  дастъ  возмож- 
ііость  преобразовать  какой-нибудь  многоугольник»  въ  другой, 
равномѣрный  ему,  ио  имѣющій  одной  стороной  менѣе  дан¬ 
наго.  Повторяя  нѣсколько  ра:іъ  такое  построеніе,  всегда  дой¬ 
демъ  до  треугольника,  (мономѣрнаго  данному  многоугольнику. 

•ііімѣчііпіе.  Па  основаніи  этой  надави  можно  опредѣлить 
мѣру  площади  всякаго  многоугольника,  преобразовавъ  его  въ 
ітвномѣриый  треугольник»  н  вычисляя  мѣру  площади  послѣд¬ 
няго. 

Пусть  налр.  дана  трапеція  (чер.  195)  КЬМХ.  Прове- 
демъ  /діагональ  ПМ  и  параллельно  ей  прямую  .М  1‘  до  встрѣчи 
съ  продолженным»  основаніемъ  КХ. 
Тогда  дКІЛ*  равномѣренъ  трапеціи 
КТМК,  съ  которой  имѣетъ  общую 
высоту  ІА}.  Основаніе  же  К1»  'тре¬ 
хугольника  равно  суммѣ  параллельныхъ 
сторон»  трапеціи.  Эго  приводитъ  насъ 
къ  теор.  2  §  102. 

Задача  4.  Построишь  квадратъ,  /швномѣрный  данному 
мнохоуіо.пнику. 

Глш.  Преобразуемъ  данный  многоугольникъ  въ  равномѣр¬ 
ный  емУ  і'реу голыішсъ  (над.  3)  н  означимъ  чрезъ  а  и  к — дли¬ 
ну  основанія  а  длину  высоты  полученнаго  треугольника,  чрезъ 
х  длину  стороны  искомаго  квадімта,  то  мы  должны  имѣть: 
ак 

2  — х  101  и  ^  100.  теор.  3,  слѣд.).  Из»  итого  уі>аи- 

ненія  видно,  что  сторона  искомаго  квадрата  есть  средняя  про¬ 
порціональная  между  половиною  основанія  треугольника  и  его 
высотою,  II  слѣдов.  сторону  искомаго  квадрата  построимъ  по 
§  88. 

•іа.МІчанІС.  Ксдц  данный  миогоуг.  есть  параллелограммъ,, 
трапеція  или  вообще  миогоуг.,  мѣра  площади  котораго  вы¬ 
ражается  произведеніемъ  длины  двухъ  прямыхъ,  то  задача 
рѣшится  прямо  по  §  88. 

•{адача  5.  Построишь  ицзеую.іъкихь,  имѣющій  данную 
высоту  и  равномѣрный  данному  мноюую.амыяу . 

Рѣт.  Построимъ  т|>еугодьннкъ  равномѣрный  данному 
.многоугольнику  (зад.  3)  и  чрезъ  а  и  к  означимъ  длины  ос¬ 
нованія  н  высоты  этого  треугольника.  Пусть  будетъ  к  дан¬ 
ная  высота  искомаго  треугольника,  и  х  —  его  осно- 


а .  к  х .  к 

ваніе.  Но  условію  ми  должны  имѣть 


(.$  101), 


„ли  =  *  .  Слѣдов.  основаніе  л  искомаго  треугольника 

найдется  какъ  четвертая  пропорціональная  къ  трем*  прямымъ 
к,  к,  и  а  (§  86,  зад.  4). 

ч  104.  Теорема  I.  Площади  двухъ  т,>еуіолън«ковъ,  имѣ¬ 
ющихъ  па  іни, ному  углу  между  неравными  сторонами ,  от¬ 
носятся  кокъ  произведенія  чисел*,  выражающихъ  длину  сто¬ 
ронъ,  между  которыми  лежатъ  равные  уілы. 

діа  Л  АВС  „  ДА, В, С,  («р.  Ш),  ,  ■«Р® 
^А=^Аі5  АВ=е;  АС  =  Ь; 

А  Д=с,;  А,  С,—  Ь, ,  и  требует¬ 
ся  доказать,  что 

пл.  АВС  _  Ь-С 
нл.  А, В, С  1~'Ъі.с1 
Доказ.  Если  чрез»  А  я  Л,  озна¬ 
чимъ  соотвѣтственно  длины  вы¬ 
сотъ  В  К  н Б, К,,  то  будемъ  имѣть 

пл^дЛВС  А  (§101іСЛд.2). 

пд.  дАДС,  А,  А, 

Но  д  АВК=°  Д  А, В, К,  (§93,  теор.  4,  слѣд.  2)  н  мѣдов. 

ВК - АВ_  иди 

В.К.-АЛ  У 

сто  ^  ]м»вііос  ему  —  (акс.  7),  получимъ: 

пл.  д  АВС  Ь  с  . 

іи.  ДА, В, С,  с,  Ь1.с1 

Теерѵма  2.  Площади  подобныхъ  треугольниковъ  относит¬ 
ся  какъ  квадраты  часе.»,  выражающихъ  длину  сходствен¬ 
ных»  сторонъ. 

Пусть  дано  дАВС~ДАДС,  (чер.  197),  и  пусть  а,  Ъ,  с, 
а  ,  Ь  ,  с  будутъ  длины  ихъ  сторонъ,  лежащихъ  противъ 
угловъ  съ  ТОЙ  же  буквой;  требуется  доказать,  что 
пл.  ДАВС  •  Чер.  197. 

пл.  дЛДС,  —  а,4-  6,*  с,*  ѵ.  и 

Доказ.  По  условію  /  А=  Д  А, 
и  с-гЬдов.  но  теор.  1-й  имѣемъ: 
п.ц  д  АВС  _  Ь  .  о  * 
пл.  Л  АД  С,  к, .  с, 


к  с  , 

—  =  — .  Вставляя  на  мгк- 
к.  с , 
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а  I/  с  і 

140  й|  =  і  =с  (§  92).  Вставляя  на  мѣсто  ь  равное 

с 

ему  --  (акс.  7),  получимъ: 

сі 

ах  Л  ЛВС  _  с*  __  «*  А* 

пл.  дА,  В,  С,  ~  ^  ~  аД  =  ЬД  ‘ 

(  гі.детвіс.  По  йслхъ  подобныхъ  треугольникахъ  мѣры  пло- 
щадсй  пропорціональны  квадратамъ  длины  сторонъ. 

1  серела  3.  Площади  подобныхъ  многоугольниковъ  отно¬ 
сятся  какъ  квадраты  чиселъ,  выражающихъ  длина  сход¬ 
ственныхъ  сторонъ. 

Пусть  многоугольники  АВСІЖ  и  А'В'О'П'Е'  (тер.  198) 
подобны;  требуется  доказать,  что 
пл.  АВСГЖ  _  АВ*  ВС* 
іід.  А'В'С'ІТ7К'  —  а'В'1  ~  В'С7*  =  гдѣ  Л,!- 


Чер.  196. 


ВС,  ВТ/  означаютъ  числа.  выра¬ 
жающія  длины  сторонъ. 

Докиз.  Изъ  вершинъ  равныхъ 
уг.іош,  А  и  А'  проведемъ  діагона¬ 
ли  во  всѣ  прочія  вершины, — полу¬ 
чимъ  подобные  треугольники  и.  на 
основаніи  теор.  2,  будемъ  имѣть: 
пл.  д  АВС: вл.  д  А'В'С'=АВ* :  А'В'* 
пл.  дАСІ):пл.  д А'(/І)'=СІ)4:  С7!)'* 
пл.  д  АПК  :  пл.  д  А'І>'К'=ІЖ*:1)'К'!' 

Но,  вслѣдст-він  пропорціональности  сторонъ  подобныхъ  мно¬ 
гоугольниковъ  (§  95),  имѣемъ: 

А  В :  А'В'=СІ) :  С'В'=1Ж :  I УК:  откуда 
АВ*:  А'В'1—  СП* :  О'])'*— ІЖ* :  І)'кЧ 


Слѣдов.  вторыя  части  первыхъ  трехъ  равенствъ  равны  ме¬ 
жду  собою,  а  потому  (авс.  1) 

да».  Л  АВС  _  ДЛ.  А  АС1)  пл.  дАРД 
пл.  Д  А'В'С!'  пл.  д  А'С'Р'  пл.  д  А'Л'Е'* 

Но  въ  рядѣ  равныхъ  отношеніи  сумма  іі]гедыдущи.\ъ  чле¬ 
новъ  относится  къ  суммѣ  послѣдующихъ  каст,  один»  преды¬ 
дущій  къ  своему  послѣдующему,  т.  е. 

пл.  Д  АВС-)-пл.  дАСІ>+пд.  ДА1Ж 
пл.  дА'В'С'+пл.  д  А'(  '1  пл.  ДА'Р'К  — 


1 


пл.  Д  ЛВС 
пл.  дА'В'С 
пл.  мн.  АВСІЖ 
пл.  мп.  А'В'С'О'Е'  “ 


АВ* 

=  АТ'*  11  сл'1401!' 
АВ*  _  ВС* 
А'іѴ*  —  В' С'1  — 


мѣръ 

сход- 


Чгр.  1 


-,!>  ,/ 


>1- 


Слѣдствіе.  По  всѣхъ  подобныхъ  многоугольник ахъ 
ихъ  площадей  нропорціомаммы  квадратамъ  длины 
ственныхъ  сторонъ. 

Задача  I.  Построимъ  многоуимшша  подобный  одном у  и 
равномѣрный  дрірому  данному  многоугольнику. 

Пусть  требуется  построить  многоугольникъ  подобный 
АВСІЖ  и  рэдшомѣрвынА'В'О'В'К'К' 

(чер.  199). 

Р, 1,111.  Построимъ  квадраты,  равно¬ 
мѣрные  двумъ  даннымъ  многоуголь¬ 
никам»  (§  103,  .чад.  4)  н  оішмчнмъ 
чрезъ  а  длину  стороны  квадрата  рав¬ 
номѣрнаго  многоуг.  АЖ' НЕ  и  чрезъ 
Ъ  длину  стороны  квадрата,  равномѣр¬ 
наго  многоуг.  А'ВТ'Н'Е'К'.  Мѣры  п  юшадоіі  этихъ  двухъ 
квадратовъ  будутъ  а2  и  Ь*  (§  100,  теор.  3,  слѣд.і.  -Мѣ¬ 
ра  площади  искомаго  многоугольника  будетъ  тоже  Ь1  и  таял, 
какъ  этотъ  многоугольникъ  долженъ  бить  подобенъ  многоуг. 
АВСГЖ,  то,  означая  чрезъ  х  сторону  его,  сходственную  ето- 

«*  АВ*  а  ЛВ 
ронѣ  АВ,  оудемъ  имѣть  пропорцію:  ■  или  ^  =— • 

<  Іткуда  х  найдется  каст,  четвертая  пропорціональная  въ  тремъ 
прямымъ  0?  80.  зад.  4).  Па  произвольной  прямой  отложимъ 
сторону  равную  х  и  на  этой  сторонѣ  пост)нпшъ  многоуголь¬ 
никъ  подобный  многоуг.  АВСІЖ  ($  90.,  зад.);  пистроешшГі 
многоуг.  будетъ  искомый. 

Теорема  4.  Квадратъ,  построенный  на  гипотенузѣ  пря¬ 
моугольнаго  треугольника,  равномѣренъ  суммѣ  квадратовъ, 
построенныхъ  на  ею  катетахъ. 

Пусть  данъ  прямоугольный  треугольникъ  АВС  (чер.  2110). 
у  котораго  уголъ  В — прямой;  требуется  доказать,  что  квад¬ 
ратъ  АСІ)Е,  построенный  на  гипотенузѣ  АС,  равномѣренъ 
суммѣ  квадратовъ,  построенныхъ  ня  катетахъ  АВ  н  ВС. 

Докиз.  Чрезъ  точки  1)  и  К  проведемъ  прямыя  ПК  и  Ш, 
соотвѣтственно  параллельныя  катетамъ  А  В  н  ВС.  Эти  пря¬ 
мыя,  пересѣкаясь  между  собою  въ  точкѣ  I.  и  съ  продолжен- 


Мер.  200. 
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катетами  въ  точкахъ  М  и  К,  образую»  чстырсуголь- 
ннкъ  ВКІ.М,  у  котораго  всѣ  углы 
прямые,  такт,  какъ  уголъ  В,  но  ус¬ 
ловію,  прямой.  Въ  прямоугольныхъ 
треугольникахъ  АВС;  СК1);  1)1. К  п 
КМ  А  гипотенузы  АС;  СІ>;  ІЖ  и  КА 
равны  между  собою,  какъ  стороны 
квадрата  АС1Ж;  углы:  ВАС,  К  СВ, 
ІЛЖ  и  МКА  тоже  равны,  какъ  углы 
съ  перпендикулярными  сторонами  (§ 
44,  тсор.  2),  и  слѣдов.  эти  треуголь- 
никн  равны  (§  53,  теор.  4,  елѣд.  3), 
а  потому 


\ 

0 

ЛВ=С'К=1М,=ЕМ 
АМ=ВС=  ІЖ  =  КС 


складывая ,  получимъ : 

АВ  4-  А  М =С  К  +  ж:— 1 Ж + 1)  К =КМ  -Н  К] , 
или  ВМ=ВК=КЬ=ЬМ, 

г.  е.  чѳтырсуголышкъ  ВКІ.М  есть  квадратъ.  Проведенъ  чревъ 
точки  ])  и  К  двѣ  прямыя  1)1  ||  ВС  и  КѴ  ||  АВ.  Этими  пря¬ 
мыми  квадратъ  ІЗКІ.М  раздѣлится  на  четыре  части,  а  имен¬ 
но:  на  два  квадрата  ОѴК1)н  ШМК  п  на  два  равныхъ  ме¬ 
жду  собою  прямоугольника  ОѴВІ  п  ОІЖК,  потому  что  по 
вышесказанному  ЕЬ=І)К=КѴ  а  также  ОЬ=МК=МІ  (§  58, 
тсор.  1).  Но  прямоугольникъ  01)1. Е=2  Д  ІЖК=2  Д АВС, 
а  потому  сумма  двухъ  прямоугольниковъ 

0ѴВІ+00ЬК=4  Д  АВС  или 

0ѴВ1+(Л  ЖК=г  ДАВС4-  ДСКІ)  4-  Д  1)СК+  дЕМА. 

Вычитая  эти  равны»  суммы  изъ  квадрата  ВКІ.М,  получимъ 
равные  остатки,  т.  е.  получимъ:  <)ІМК-{-ОѴКІ)— АС1Ж. 

Квадратъ  (ЯМЕ  имѣетъ  сторону  МК,  равную  катету  АВ; 
квадратъ  ОѴКІ)  имѣетъ  сторону  ІЖ,  равную  катету  ВС; 
елѣдов.  эти  два  квадрата  соотвѣтственно  равны  квадратамъ 
построеннымъ  на  катетахъ  даннаго  треугольника  АВС,  и 
теорема  доказана. 

Замѣчаніе.  Эта  теорема  прямо  слѣдуетъ  изъ  теоремы  і  §89. 

Теорема  5.  Многоугольникъ,  построенный  на  гипотенузѣ, 
равномѣренъ  суммѣ  подобныхъ  ему  многоугольниковъ ,  по¬ 
строенныхъ  на  наметахъ,  если  гипотенуза  и  катеты  нред- 
смав.шмтъ  сходственныя  стороны  вшахъ  многоугольниковъ. 
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Пусть  данъ  прямоугольный  треугольникъ  АВС  (чер.  201), 


Мер.  201. 

""'X 


ЛТ 


Л 


у  котораго  уголъ  В  прямой.  Означимъ 
соотвѣтственно  буквами  Р,  0  и  11  мѣры 
площадей  подобныхъ  многоугольниковъ, 
построенныхъ  на  сторонахъ  АВ,  ВС  и  АС, 
принимаемыхъ  за  сходственныя  стороны 
«тихъ  многоугольниковъ.  Требуется  дока¬ 
зать,  что  1'+<3=11. 

Доказ.  Площади  подобныхъ  многоуголь¬ 
никовъ  пропорціональны  квадратамъ  ихъ  сходственныхъ  сто- 
Р  АВ*  ^  ВС* 

1»нъ,  (§  104,  теор.  3)  т.  е.  ^  =^гут  н  = 

Р-+-У  АВ*+ВС“ 

~1Г—  АС5  * 


Складывая,  получимъ 


Но  АВ‘+ВС‘=ЛС*,  с-іѣдон.  1 4^=1, откуда  І*+Ц=11. 

•Іадача  2  Построит  многоугольникъ,  подобный  н  равно¬ 
мѣрны  Ъ  суммѣ  или  разности  двухъ  данныхъ  подобныхъ  много¬ 
угольниковъ  А ВС1Ж  м  аЬсй  (чер.  202). 

І'ѣт.  Принимая  сходственныя  стороны  АВ  и  аЬ  за  кате¬ 
ты  прямоугольнаго  треугольника,  построимъ  треугольникъ 
(.§  53,  зад.  3)  и  на  гипотенузѣ  его  построимъ  многоуголь¬ 
никъ,  подобный  одному  изъ  данныхъ.  -Этотъ  многоугольникъ 
будетъ,  по  доказанной  теоремѣ,  равномѣренъ  суммѣ  двухъ 
дани ыхъ  многоугольниковъ. 

Ксли-же  сторону  АВ  большаго  изъ  -ли. 

данныхъ  подобныхъ  многоугольниковъ 
примемъ  за  гипотенузу,  я  сходствен¬ 
ную  сторону  аЬ  другаго  многоуголь¬ 
ника  за  катетъ,  построимъ  прямоуголь¬ 
ный  треугольникъ  (§  53,  зад.  Й);  затѣмъ, 
на  другомъ  катетѣ  этого  треугольника 
построимъ  многоугольникъ,  подобный 
одному  изъ  данныхъ,  то  этотъ  многоугольникъ  будетъ,  по 
доказанной  теоремѣ,  равномѣренъ  разности  многоугольниковъ- 
АВСІЖ  п  аЬаІе. 
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ОТД-ѢЛЪ  ѴП. 

Отношеніе,  лпьрп  гі  н]ншорц1онн.гьногшг>  у/. имъ.  дугъ 
ѵ  примы. гг,  в?,  онружнтит. 

ОІІЦЯІІ  нѣря  уг.шгь  ■■  іЦН'-і..  Л  г.іы  II  ДН  И 
4*оіі:**гьріі«іме  и  іі<‘гонаіі'К|ніиы<*.  Отнмннмііс 
ІІ  .ІМІІ  І.  М  ІМІІ'ІІІІОІІІІ*  II VI»  ДТІ  МНІІ. 

§  ЮГ).  Пусть  даны  дші  угла  /  А І>( ■  и  /  ПЕК;  всякій 
третій  уголъ  К1.М.  который  укладывается  безъ  остатка  въ 
каждомъ  изъ  двухъ  данныхъ,  наливается  общей  мѣрой  угловъ 
ЛВС  и  ПК  К.  Т.  обр .,  общей  мѣрой  двухъ  угловъ  называется 
уголъ,  ук.шдшаюгційся  бет  остатка  (цѣлое  число  раз;,)  въ 
каждомъ  изъ  двухъ  данныхъ  угювъ. 

Пусть  даны  двѣ  дуги  той  псе  или  двухъ  равныхъ  окруж¬ 
ностей,  папр.  даны  дуги  АС  н  ПК;  веикаи  третья  дуга  КМ. 
которая  укладывается  безъ  остатка  въ  дугахъ  АС  и  ПК. 
называется  общей  мѣрой  этихъ  двухъ  дугъ.  Т.  обр.  общей 
мѣрой  двухъ  дугъ  той -же  или  двухъ  равныхъ  окружностей 
называется  всякая  дуга,  укладывающаяся  безъ  остатка  въ 
каждой  изъ  двухъ  данныхъ  дуа. 

Общая  наибольшая  мѣра  двухъ  угловъ  иди  двухъ  дугъ 
находится  точно  также,  какъ  н  общая  мѣра  двухъ  конечныхъ 
прямыхъ  ($  80),  т.  с.  откладывается  меньшій  уголъ  на 
большемъ,  или  меньшая  дуги  на  большей  столько  ризъ, 
сколько  возможно;  остатокъ  откладывается  на  меньшемъ 
ірлѣ,  мл«  на  меньшей  дунь,  второй  остатокъ  на  первом; 
и  т.  д,  каждый  остатокъ  откладывается  на  предыдущій 
остатокъ;  если  одинъ  изъ  остатковъ  уложится  Оглъ  новаго 
остатка  въ  предыдущемъ,  то  онъ  и  будемъ  общею  наи¬ 
большею  мѣрою. 

Два  угла,  н.ш  двѣ  дуги,  имѣющіе  общую  мѣру,  называ¬ 
ются  соизмѣримыми,  а  не  имѣющіе  ея—  несоизмѣримыми . 

§  10Г>.  Въ  80  и  31  было  сказано,  что,  принимая  нѣ¬ 
который  уголъ,  наир,  уголъ  въ  одинъ  градусъ,  за  единицу 
мѣры  угловъ,  можно  всякій  уголъ  выразить  цѣлымъ  или  дроб¬ 
нымъ  числомъ  точно,  или  на  сколько  угодно  близко  КТ.  ТОЧ¬ 


ИМ  — 


ноети.  Такое  число  показываетъ  сколько  разъ  въ  данномъ 
углѣ  укладывается  уголъ,  или  часть  угла,  принятаго  за  еди¬ 
ницу  мѣры  угловъ.  Точно  также  въ  і;  24  было  сказано,  что 

принимая  нѣкоторую  часть  окружности,  нанр.  часть  ея, 

О  П  I/ 

т.  е.  дугу  въ  одинъ  градусъ,  за  единицу  мѣры  дугъ  той  же 
окружности,  можно  длину  всякой  дуги  этой  окружности  вы¬ 
разить  цѣлимъ  или  дробнымъ  числомъ  точно,  ила  насколько 
угодно  близко  ігь  точности.  Такое  число  показываетъ  сколько 
разъ  въ  данной  дугѣ  укладывается  дуга,  или  часть  дуги,  при¬ 
нятой  за  единицу  мѣры  дугъ. 

Разсуждая  иадъ  углами  н  надъ  дугами  точно  такт»,  какъ 
надъ  конечными  прямыми  въ  §  82,  придемъ  ігь  слѣдующему 
заключенію:  если  данный  уголъ  соизмѣримъ  съ  угломъ,  при¬ 
нятымъ  за  единицу  мѣры  угловъ,  или  если  данная  дуга  со¬ 
измѣрима  съ  единицею  мѣры  дугъ,  то  данный  уголъ,  или 
данная  дуга  выразятся  числомъ  точно.  Притомъ,  число  ото 
будетъ  цѣлое,  если  единица  мѣры  есть  общая  наибольшая 
мѣра,  и  дробное  въ  противномъ  случаѣ;  знаменатель  дроби 
будетъ  показывать  сколько  разъ  общая  мѣра  укладывается 
въ  единицѣ,  а  числитель  въ  данномъ  углѣ  или  данной  дугѣ. 
Коли  же  данный  уголъ  несоизмѣримъ  съ  единицею  мѣры 
угловъ,  или  если  данная  дуга  несоизмѣрима  съ  единицею 
мѣры  дугъ,  то  уголъ  и  дугу  нельзя  выразить  числомъ  точно, 
а  только  приближенно,  на  сколько  угодно  близко  къ  точности. 

Уголъ,  не  имѣющій  общей  мѣры  съ  единицею  мѣры  угловъ, 
называется  несоизмѣримымъ  гуломъ,  и  дуга,  ые  имѣющая 
общей  мѣры  <~ь  единицею  мѣры  дугъ, — несоизмѣримой  'дугой. 

§  107.  Отношеніемъ  одного  уыи  къ  другому  называется 
число,  показывающее  сколько  рать  въ  первомъ  углѣ  заклю¬ 
чается  второй,  или  какую  часть  первый  уголъ  составляетъ 
отъ  втораго.  Отношеніе  угла  ЛВС  къ  углу  ПЕК  означается 
/ЛВС 

такъ:  или  такъ:  /ЛВС:  /  ПЕК. 

Такимъ  же  образомъ ,  отношеніемъ  одной  дуги  къ  другой 
той  же  или  равныхъ  окружностей  называется  число,  пока¬ 
зывающее  сколько  разъ  ігь  первой  дугѣ  заключается  вторая 
или  какую  частъ  первая  дуга  составляетъ  отъ  второй.  Отво- 

о  АС 

шеше  дуги  ЛС  къ  дугѣ  ПК  обозначается  такъ:  -ггг; ,  или 

ыПК 

такъ:  */ЛС:«1)К.  Точное  или  приближенное  отношеніе  двухъ 


угловъ,  или  двухъ  дугъ  находится  совершенно  танъ,  какъ  и 
отношеніе  двухъ  конечныхъ  прямыхъ  (§  83). 

Теорема.  Отношеніе  двухъ  угловъ  равно  отношении  дугъ, 
описанныхъ  и л*  вертимъ  этихъ  угловъ  произвольными,  ни 
равными  радіусами. 


Чгр.  203-  Пусть  даны  /  АВС 

и  /КЕМ  (чер.  203) 
и  пусть  илъ  вершинъ 
птахъ  двухъ  угловъ 
прошло  льншгь,  но 
однимъ  тѣмъ  же  ра- 

ДІуГОИ'І.  А  В  ОН  КОЛ¬ 
ИН  дуга  и  АС  и 

„  /  АВС'  «АС 

о  КМ.  іребуется  доказать,  что  ^  —  ~ ь-лг  • 

^  ІѴІіПі  ^  КЛІ 

Докиз.  Дуги  АС  и  КМ  могутъ  быть  соизмѣримы  а  несо¬ 
измѣримы;  разсмотримъ  каждый  илъ  этнхъ  двухъ  случаевъ  от¬ 
дѣльно. 


1-й  случай.  Дуги  АС  к  КМ  имѣютъ  общую  мѣру  АЛ,  и 
пусть  ятя  общая  мѣра  укладывается  въ  «АС — да  разъ  и  въ 
и  КН— »  ралъ,  такъ  что  «АС=м.  и  АЛ  и  о  КМ— н.  «АЛ; 
раздѣливъ  первое  равенство  на  второе,  получимъ: 

«АС  да 
«КМ~я  (1)' 

Если  соединимъ  точки  дѣленій  дугъ  АС  и  КМ  прямыми 
съ  вершинами  угловъ,  то  этими  прямыми  /  АВС  раздѣлится 
на  да  такахъ  равныхъ  угловъ,  какихъ  въ  /  КЕМ  будетъ  за¬ 
ключаться  п,  потому  что  дуги,  описанныя  однимъ  и  тѣмъ  же 
радіусомъ  изъ  вершинъ  угловъ,  равны ,  слѣдовательно  и  углы 
равны  (§  28,  теор.  2).  Такимъ  образомъ  имѣемъ: 

/  АВС=да.  /  АВЛ  и  /  КЕМ—».  /  АВЛ,  откуда: 

/  АВС  т 
/КЕМ“я  (2)' 


Сравнивая  (1)  со  (2),  найдемъ  (аке.  1): 

/  АВС  «АО 

/КЕМ  «ЮГ 

.2-й  случаи.  Дуга  АС  н  КМ  несоизмѣримы;  докажемъ,  что 


,  .  /АВС 

и  въ  атомъ  случаѣ  отношеніе  угловъ,  т.  е.  /  г-л~»г 


не  мо¬ 


жетъ  быть  ни  болѣе  ни  менѣе  отношенія  соотвѣтствующихъ 


имъ  дугъ,  т.  е.  отношеніи— глгу . 

о  К  М 

..  +  ,  /АВС 

Въ  самомъ  дѣть,  ПОЛОЖИМЪ,  ЧТО  Ѵт 

/  КЕМ 


«АС 
>«К  М 


Чтобы  сдѣлать  отношеліе  дугъ  равнымъ  отношенію  угловъ, 
увеличимъ  отиошсиіе  дугъ  и  для  этого  возьмемъ  вмѣсто  ду¬ 
ги  АС  другую  дугу  АХ  большую  АС  и  притомъ  такую,  что¬ 
бы  было: 


/АВС  _  «АХ 
/КЕМ  —  и  КМ  (,)- 

Раздѣлимъ  « КМ  на  столько  раннихъ  между  собою  частей, 
чтобы  каждая  часть  была  менѣе  СХ,  и  будемъ  эту  часть  от¬ 
кладывать  отъ  точки  А  на  дугѣ  АХ,  тогда  по  крайней  мѣрѣ 
одно  изъ  этихъ  дѣленій  упадетъ  между  точками  СиХ,налр. 
въ  точку  V.  Эту  точку  V  соединимъ  прямою  \'Р>  съ  верши¬ 
ною  угла  АВС.  Такъ  какъ  «АѴ  и  «  КМ  соизмѣримы,  пото¬ 
му  что  у  нихъ  есть  общая  мѣра,  то.  по  I -му  случаю,  имѣемъ: 
/АВУ  «АѴ 
/  КЕМ  “  «КМ 

1’аядѣлиігь  (1)  на  (2),  получимъ: 

/  АВС  _  «АХ 
/  АВѴ  ~  «АѴ  ’ 

.  /АВС 

что  невозможно,  потому  чти  первое  отношеніе  /  ^,^.<1,такъ 


какъ  /АВС</АВУ;  а  второе  отношеніе  — т4~  >  1 .  такъ 

и  А  \ 

какъ  о  АХ>«АѴ.  Изъ  этого  вндио,  что  невозможно  дону- 

■  /АВС  ,  ,  .  о  АС 

стать,  чтооы  отношеніе  оыло  оолѣе  отношенія  • 

Подобнымъ  же  образомъ  докажемъ,  что  невозможно  доп\- 

/  АВС  «АС  /АВС 

стнть,  чтобы  ■■  .  оыло  менѣе  -ртг  •  Если  же  ,  гтѵ; 

/  КЕМ  «КМ  /КЕМ 

«АС 

нс  можетъ  быть  ни  болѣе  и  ни  менѣе  ,  то  (акс.  0) 

иКЛІ 


/АВС  «АС 

/~КТМ  ~  «КМ-  ’  ,то  11  Ч‘1>С^С>ВЯ-ШС1*  доказать. 


С.гііДМВІС.  Ль  окружности  уголъ  центральный  ігроѵор ■ 
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чЛо  пиленъ  душ  окружности,  заключенной  между  ею  сто¬ 
ронами,  потому  что  съ  измѣненіемъ  центральнаго  угла,  со¬ 
отвѣтствующая  ему  дуга  окружности  тоже  измѣняется  и  при¬ 
томъ  такъ,  что  отношеніе  между  двумя  какими-нибудь  цен¬ 
тральными  углами  равно  отношенію  между  соотвѣтствующи¬ 
ми  имъ  дугами. 

3  108.  Если  за  единицу  мѣры  угловъ  примемъ  какой-ни¬ 
будь  уголъ,  а  за  единицу  мѣры  дугъ  окружности,  описанной 
изъ  вершины  угла,  примемъ  дугу  этой  окружности,  соотвѣт¬ 
ствующую  центральному  углу,  принятому  за  единицу  мѣры 
угловъ,  то,  на  основаніи  теоремы  !?  107,  легко  видѣть,  что 
иеякій  уголъ  выразится  тѣмъ  же  самымъ  числомъ,  которымъ 
выразится  и  всякая  дуга,  описанная  изъ  его  вершины  ка¬ 
кимъ  угодно  радіусомъ.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  уголъ,  при¬ 
нятый  за  единицу  мѣры,  есть  /  АВС  (чер.  204),  то  число. 

которымъ  выразится  нѣкоторый 

/  РВС 

/  ВВС,  равно  отношенію  /  ур(у' 

Но  условію  дм  измѣренія  дугъ 
окружности  радіуса  ВС  должно  при¬ 
нять  за  единицу  мѣры  о  АС,  и  чи¬ 
сло,  которымъ  выразится  и  І>С,  рав- 


Чер.  204. 


но  отношенію 


Такимъ  же  образомъ  за  единицы  мѣ¬ 


ры  дугъ  окружностей  радіусовъ  ВО  и  БК  должно  принять 
послѣдовательно  и  Г  О  н  оІК  я  числа,  которыми  выразятся 
ыЕ6  и  и  ПК,  будутъ  соотвѣтственно  равны  отношеніямъ 
и  ЕС  и  НК 


-  ко 


«ІІѴ 


.  Но,  по  теоремѣ  §  107,  всѣ  эти  отношенія 


равны  между  собою,  т.  е. 

/ВВС  „1)С  и  КО  и  ПК  гѵ„  , 

2авс  =  Лс  =  Сгё  =  ЛГ  ■  т-  ••  г'»"  ■ 

дуги  1>С,  ЕС  н  ПК  выразятся  тѣмъ  же  самымъ  числомъ. 

Итакъ,  при  принятыхъ  единицахъ  мѣры,  уголъ  и  каждая 
дуга,  описанная  изъ  по  вершины  и  заключенная  между  ею 
сторонами,  выражается  тамг  же  числомъ.  'Кто,  обыкно¬ 
венно,  произносятъ  не  точно  такъ:  уголъ  центральный  измѣ¬ 
ряется  своей  дугой,  или  центральный  уголъ  равенъ  своей 
дугѣ. 


—  120  — 


Въ  §  24  сказано,  что  за  единицу  мѣры  дугъ  обыкновенно 
принимаютъ  */„„  частъ  всей  окружности,  т.  е.  дугу  въ  1° 
и  за  единицу  мѣры  угловъ  соотвѣтствующій  этой  дугѣ  цен¬ 
тральный  уголъ,  т.  е.  уголъ  въ  1".  Значитъ  число  градусовъ 
какого-нибудь  угла  равно  числу  градусовъ  всякой  дуги,  опи¬ 
санной  изъ  его  вершины  какамъ  угодно  радіусомъ.  Поэтому 
говорятъ:  уголъ  въ  15°  имѣетъ  дугу  въ  15°,  и  пишутъ  безъ 
различія:  /БВС=15°,  или  «ВС=15°. 

Изъ  теоремы  §  107  тоже  слѣдуетъ ,  что  если  изъ  вершины 
угла  САВ  (чер.  205)  опишемъ  разными 
радіусами  окружности,  то  отношеніе  дугъ 
СВ,  (У В',  С" В"  къ  соотвѣтствующимъ 
имъ  окружностямъ  одинаково,  т.  е.  каж¬ 
дая  изъ  этихъ  дугъ  составляетъ  туже 
самую  часть  своей  окружности.  Въ  этомъ  ( 
легко  убѣдиться,  взявъ  прямой  уголъ  ВАКІ 
и  замѣтивъ,  что 

/ВАК  иВК  „В'Г  иВ"К" 

/  ВАС- иВ^~ В  В'С'- иВ"С"  ' 


Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  какой  бы  уголъ  ни  былъ  при¬ 
нятъ  за  единицу  мѣры  угловъ — единицы  мѣры  дугъ  разныхъ 
окружностей  будутъ  составлять  ту  же  самую  часть  соотвѣт¬ 
ствующихъ  имъ  окружностей. 

§  109.  По  сказанному  въ  предыдущемъ  §  измѣреніе  вся¬ 
каго  угла  сводится  къ  измѣренію  дуги,  описанной  изъ  его 
вершины.  Но  па  основаніи  §  72,  углы,  составляемые  раз¬ 
ными  прямыми,  проведенными  въ  окружности,  могутъ  быть 
измѣряемы  дугами  этой  окружности,  не  описанными  изъ  вер¬ 
шинъ  угловъ,  а  именно: 

1)  Вписанный  уголъ  измѣряется  половиною  душ,  заклю¬ 
чающейся  между  ею  сторонами,  потому  что  оиъ  состав¬ 
ляетъ  половину  центральнаго  угла,  соотвѣтствующаго  той 
же  дугѣ  (§  72,  теор.  1),  а  центральный  уголъ  измѣряется 
своей  дугою. 

2)  Уюм,  составленный  хордою  и  касательной,  прове¬ 
денной  чрезъ  конецъ  хорды,  измѣряется  половиною  дут, 
стятваемой  хордою  (§  72,  теор.  2) 

3)  Уголъ,  съ  вершиною  внутри  окружности,  измѣряется 
половиною  суммы  дугъ,  заключающихся  между  его  сторо¬ 
нами  и  продолженіемъ  этихъ  сторонъ  (§  72,  теор.  3). 
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4)  Уголъ,  съ  вершиною  внѣ  кружносюи,  измѣряется  по¬ 
ловиною  разности  дугъ,  заключенныхъ  между  сторонами 
угла  (§  72,  теор.  4). 


ІЛронорцІс 


■я  прямыя  ІГЬ  «Міру  ІКИОСТН . 

§  ПО.  Теорема  1.  Хорда,  соединяющая  точку  окруж¬ 
ности  с*  концомъ  діаметра,  есть  средняя  пропорціональ¬ 
ная  между  діаметромъ  и  проложеніемъ  хорды  на  этотъ 
діаметръ  (чер.  206). 

Пусть  взята  иа  окружности  точка  А  н  соединена  хордою 
Чер.  206.  АВ  съ  концомъ  В  діаметра  ВС,  и  пустъ 
ВВ  есть  проложите  А  В  на  ВС;  требтегея 
ВС  АВ 

доказать,  что  ,  или,  что 

АВ1  =ВС.  ВБ. 

Доказ.  Соединяя  точку  А  съ  другимъ  кон¬ 
цомъ  С  діаметра ,  прямою  АС,  получимъ  пря¬ 
моугольный  Д АВС  (§72,  теор.  1,  елѣд.  2)  и,  на  основа¬ 
ніи  §  88  теор.  1,  имѣемъ: 

ВС  АВ 
АВ  =ВБ  ' 

Теорема  2.  Перпендикуляръ,  оѣущенныГ,  изъ  какой  нибудъ 
точки  окружности  на  діешетръ,  есть  средняя  пропарціо- 
на.ѣная  меэюду  отрѣзками  діаметра. 

ТТ  4Т,  ,  Л  ВБ  АБ 

Пусть  АБАВС  и  требуется  доказать,  что  — или 

АВ  СВ 

что  АВ*=ВВ.СВ. 

Доказ.  Соединимъ  точку  А  съ  концами  діаметра  прямыми 
АВ  и  АС,  тогда  получится  прямоугольный  д АВС  (§  72, 
теор.  I,  сдѣд.  2),  и,  на  основаніи  §  88  теор.  2,  имѣемъ: 
ВБ  АБ 
АБ  СБ  ‘ 

§  111.  Теорема  I.  Еаш  изъ  точки, 
взятой  внѣ  окружности,  проведемъ 
касательную  и  сѣкущую  къ  окружно¬ 
сти  ,  то  касательная  Судетъ  средней 
г  пропорціональной  между  всей  сѣку- 
щей  и  ея  внѣшней  частью  (чер.  207). 


Чер.  207. 
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Пусть  игъ  точки  А  проведена  касательная  АВ  и  сѣкущая 
АС,  внѣшняя  часто  которой  АБ.  Требуется  доказать,  что 

^  =  -^г  или,  что  АВ’=АС.АВ. 

АВ  АВ 

Доказ.  Если  соединимъ  точки  Б  п  С  съ  точкою  В  пря¬ 
мыми  БВ  и  СВ,  то  получимъ  ДАВС  н  ДАВБ,  въ  кото¬ 
рыхъ  А  А  общій  и  Д  АВБ  =  А  АСВ,  потому  что  каждый 
изъ  этихъ  двухъ  угловъ  измѣряется  половиною  дуги  ВБ,  при¬ 
томъ,  А  АВБ,  какъ  составленный  хордою  ВБ  и  касательной 
АВ,  а  А  АСВ,  какъ  впиеаляый  (§  109);  слѣдов. 
дАВС=°дАВБ  (§92),  а  потому  (§  92,  теор.) 

АС _ А  В 

АВ  АБ  ' 


Слѣдствіе.  Произведеніе  длины  всей  сѣкущей,  проведенной 
аз®  точки,  взятой  внѣ  окружности,  на  длину  ея  внѣшней 
части,  есть  постоянное  число,  потому  что  это  произведе¬ 
ніе  равно  квадрату  длины  каеагельпой,  проведенной  изъ  той 
же  точки  къ  окружности.  Т.  е.  (чер.  208)  АС  .  АБ  = 
=АС\  АБ'=  АС".  АВ"=  ...,  такъ  ч«г  з08- 

какъ  каждое  изъ  этихъ  пронзведе- 

ній  равно  АВ*.  __ДС' 

Если  съ  измѣненіемъ  одной  гсопеч-  А<«^г^'чу( -  -о  I 

ной  прямой  другая  (зависимая  отъ  . . М- 

нея)  тоже  измѣняется  и  притомъ 
такъ,  что  отношеніе  между  какими  в 

угодно  двумя  значеніями  первой  прямой  равно  обращенному 
отношенію  между  соотвѣтствующими  значеніями  второй  пря¬ 
мой,  то  такія  двѣ  зависимыя  прямыя  называются  обратно  про¬ 
порціональными.  Т.  е.  двѣ  прямыя  называются  обратно 
пропорціональными,  если  онѣ  измѣняются  омѣстгь  въ  об¬ 
ратномъ  отношеніи.  Это  значитъ,  что  съ  увеличеніемъ  од¬ 
ной  конечной  прямой,  другая  (зависимая  отъ  нея)  во  столь¬ 
ко  же  разъ  уменьшается,  и  обратно. 

Если  изъ  точки  А,  взятой  внѣ  окружности,  проведемъ 
сѣкущую  АС,  то  внѣшняя  часть  АБ  этой  сѣкущей  зависима 
отъ  всей  сѣкущей,  потому  что  еслп  сѣкущая  АС  измѣнится 
въ  АС',  то  и  внѣшняя  часть  ея  АБ  тоже  измѣнится  въ  АБ' 
и  мы  докажемъ  слѣдующую  теорему: 

Теорема  2.  Сѣкущая  проведенная  къ  окружности,  изъ 
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Чер.  209. 


точки,  взятой  вин  ея,  обратно  пропорщонсиъна  своей  внѣш¬ 
ней  часты. 

Пусть  іг.гь  точки  А  (чер.  209)  проведена  сѣкущая  АС  къ 
окружности;  внѣшняя  часть  этой  сѣкущей  есть  АП.  Требует¬ 
ся  доказать,  что  АС  обратно  пропорціональна  АП  т.  е.  тре¬ 
буется  доказать,  что  если  сѣкущая  АС  приметъ  два  какихъ 
угодно  положенія,  напр.  АС'  и  АС",  то  будетъ  существо- 

АС'  АП" 
вата  пропорція  ^у,  =  • 

Доказ.  Проведемъ  прямыя  П'С" 
и  П"С' ,  тогда  получимъ  треуголь¬ 
ники  АП'С"  и  АХ?' С ,  у  ко¬ 
торыхъ  /  А  общій  и  /.  I? С'П"= 
)с'  =  /  П'С"П" ,  такъ  какъ  каждый 
изъ  иихъ  измѣряется  половиною 
оП'П",  какъ  вписанные  (§  109). 

Слѣдов.  ДАП'С"  ^  дАП"С'  в  от¬ 
ношенія  сходственныхъ  сторонъ  ихъ  равны  (§  92,  теор.)  т.  е. 
АС7  АП" 

АС"  —  АП'  ‘ 

Замѣчаніе.  Послѣдняя  теорема  прямо  слѣдуетъ  изъ  слѣд¬ 
ствія  теор.  1,  потому  что  (чер.  208)  изъ  выраженія 

АС' .  АН'=  АС"  .  АБ"=  АВ*,  имѣемъ:  ^77  = 

Теорема  3-  Хорда,  проведенная  чрезъ  какую  мыбудъ  точ¬ 
ку,  взятую  внутри  окружности  дѣлится  въ  этой  точкѣ 
на  двѣ  обратно  пропорціональныя  часты  (чер.  210). 

Пусть  чрезъ  точку  А  проведена  хорда  СП  и  требуется  до¬ 
казать,  что  часта  АС  пропорціональна  части  АП,  т.  е.  тре¬ 
буется  доказать,  что  если  хорда  ПС  приметъ 
два  какихъ  пнбудь  положенія,  напр.  С7! У  и 
С"Н",  то  будетъ  существовать  пропорція: 

АС'  АП" 

АС"  АП7  * 

Доказ.  Проведемъ  прямыя  П'С"  и  Н"С'; 
тогда  получимъ  треугольника  АП'С"  и  АП"С', 
у  которыхъ  углы  при  А  равны,  какъ  верти¬ 
кальные  (§  33,  теор.  1)  и  ДП'С'П"=ДИ'С"П",  такъ  какъ 
каждый  изъ  нихъ  измѣряется  половиною  оН"1У,  какъ  впи¬ 
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санные  (§  109).  Слѣдов.  д  АіУС"^  Д АП"С'  и  отношенія 

АС'  АП" 

ихъ  сходственныхъ  сторонъ  равны,  т.  е.  >  ’1т0  н 

треб,  доказ. 

Слѣдствіе.  Произведеніе  длины  отрѣзковъ  хорды,  прове¬ 
денной  чрезъ  точку,  взятую  внутри  окружности,  есть  по- 

А  С  АП" 

смаянное  число,  потому-что  изъ  пропорціи  д^тг=^г  имѣ¬ 
емъ  АС'.АН'=АС"  .АП"  и  такимъ  же  образомъ 
АС'.АП'=АС"'.АП"'= . 

§  112.  Три  послѣднія  теоремы  предыдущаго  §  можно  сое¬ 
динить  въ  одну  слѣдующую  теорему:  если  изъ  какой-нибудь 
точки  проведемъ  сѣкущія  кв  окружности,  то  произведе¬ 
ніе  длины  разстоянія  между  этою  точкою  и  точками  пере¬ 
сѣченія  каждой  сѣкущей  съ  окружностью,  равно  постоян¬ 
ному  числу. 

§  1 1 3.  Раздѣлишь  конечную  прямую  внутренне  въ  крайнемъ 
ы  среднемъ  отношеніи  значитъ  раздѣлить  ее  на  такія  двѣ  ча¬ 
сти,  чтобы  большая  изъ  этихъ  двухъ  частей  была  средней 
пропорціональной  между  всею  линіей  и  меньшей  частью.  Или 
это  значитъ:  на  дайной  прямой  АВ  (чер.  211)  найти  такую 
точку  Е,  чтобы  разстояніе  АЕ  этой  точки  отъ  одного  конца 
было  среднимъ  пропорціональнымъ  между  всею  прямой  АВ 
и  разстояніемъ  ВЕ  точки  Е  отъ  другаго  конца,  т.  е.  чтобы 
„  АВ  АЕ 

было:  и-™  АЕ*=гАВ.ВЕ. 

Раздѣлить  конечную  прямую  внѣшне  въ  среднемъ  и  край¬ 
немъ  отношеніи  значитъ  найти  на  продолженіи  прямой  та¬ 
кую  точку,  чтобы  разстояніе  этой  точки  отъ  одного  конца 
было  среднимъ  пропорціональнымъ  между  всею  прямой  н  раз¬ 
стояніемъ  точки  отъ  другаго  конца.  Такъ  АВ  будетъ  раздѣ¬ 
лена  въ  точкѣ  Е'  внѣшне  въ  сред¬ 
немъ  и  крайнемъ  отношеніи,  если  бу-  Чер.  ан. 

АВ  АЕ7  тг'  _  А  _ Е_в 

детъ  пропорція:  или  если 

АЕ'*=  ДВ.ВЕ'. 

Задача.  Раздѣлить  конечную  прямую  АВ  внутренне  п 
внѣшне  въ  крайнемъ  и  среднемъ  отношеніи  (чер.  212). 

Гѣт.  Изъ  точки  15  возставимъ  перпендикуляръ  къ  АВ  и 
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на  немъ  отложимъ  отъ  В  прямую  ВС=АВ;  раздѣланъ  ВС 
въ  точкѣ  О  пополамъ  и  радіусомъ  ОВ  опишемъ  окружность; 


проведемъ  чрезъ  точки 
Чер.  212. 


/ 

> 


О  прямую,  которая  пересѣ¬ 
четъ  окружность  въ  точкахъ 
Р  и  д.  Изъ  точки  А,  какъ 
центра,  радіусами  АР  и  Ад 
опишемъ  дуги,  изъ  которыхъ 
Ч  ^  первая  пересѣчетъ  АВ  въ  точ- 
кѣ  Е,  а  вторая  пересѣчетъ 
продолженіе  АВ  въ  точкѣ  Е'. 
Въ  первой  изъ  этихъ  двухъ 
точекъ  прямая  АВ  будетъ 
во  второй  внѣшне  въ  крайнемъ  и 


К’  л  к  в 

раздѣлена  внутренне ,  а 
среднемъ  отношеніи.  Въ  самомъ  дѣлѣ ,  имѣемъ  пропорцію: 

Ад  АВ 

АВ  ~  АР-  (§  ш»  те0'Р' 
изъ  которой  получимъ: 

—  АВ  АВ  — АР  А<Н-АВ  АВ+АР 

АВ 


(1) 


(2)- 


АВ  —  АР  "  лд 

Такъ  какъ  Ад — АВ-— Ад — Рд=АР  (потому  что  діаметръ 
окружностн=АВ)  и  АР— АЕ,  то  изъ  пропорціи  (1)  полу¬ 
чимъ: 

АЕ  ВЕ 

АВ  =  АЕ  НЛИ  АЕ  ="  АВ  ВЕ’ 
т.  е.  въ  точкѣ  Е  прямая  АВ  дѣлится  внутренне  въ  среднемъ 
и  крайнемъ  отношенія. 

Такъ  какъ  въ  пропорціи  (2)  Ад  + АВ=--АЕ' -}-АВ=ВЕ/; 
Ад=АЕ,;АВ  +  АР=Рд+АР=Ад=АЕ/;  то  имѣемъ 
ВЕ'  АЕ' 

АЕ'  =  А  В  или  АЕ*=АВ.ВЬ, 
т.  е.  въ  точкѣ  Е*  прямая  АЕ  дѣлится  внѣшне  въ  среднемъ 
и  крайнемъ  отношеніи. 

Алгебраическое  рѣшеніе.  Алгебраически  задача  рѣшается 
такъ:  пусть  будетъ  а  длина  данной  прямой  АВ,  озиачимъ 
чрезъ  х  разстояніе  искомой  точки  отъ  А,  т.  е.  длину  АЕ, 
то  имѣемъ  уравненіе: 
а  х 

—  =  -  или  х'+ах  —  аг—о ,  откуда: 


>=-~± 


V*, 
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одио  рѣшеніе  положительное:  *4=АЕ=:  — 1)> 

гое  отрицательное: 


ДРУ- 


х'=кЪ'=—^[уь+\). 

Первое  изъ  нтнхъ  рѣшеній  дастъ  внутреннее,  а  второе 
внѣшнее  дѣленіе  прямой  въ  среднемъ  и  крайнемъ  отношеніи. 

Вычисленіе  сторон'і.  нрпінмі.иыхъ  пинеан- 
выѵь  и  оііііеаііпых-ь  многоуічмышоігь.  Нт» 
лміеева  гсортчи 

§  114.  Теорема.  Отношеніе  стороны  правильном  опи¬ 
саннаго  многоугольника  къ  сторонѣ  од поименнаго  правиль¬ 
наго  вписагшаго  равно  отношенію  радіуса  окружности  къ 
апо&емѣ  вписаннаго. 

Пусть  АВ  (чер.  213)  есть  сторона  правильнаго  описан аа- 
го  многоугольника,  имѣющаго  п  сторонъ;  озна¬ 
чимъ  длину  АВ  чрезъ  А„.  Сторона  одноимен¬ 
наго  вписаннаго  будетъ  аЬ  (§73,  зад.  2); 
означимъ  длину  ея  чрезъ  а„.  Апоосма  описан¬ 
наго  равна  радіусу  окружности  г;  апоосма  впи-  / 
саннаго  — а„.  Требуется  доказать,  что 

А„  г_ 

а„  а„ 

Дока».  Сторожа  АВ  ||  аЬ  и  слѣдовательно  Л  АВО«>  Л аЬо\ 
въ^  подобныхъ  же  треугольникахъ  стороны  пропорціональны 
высотамъ  (§  93,  теор.  4,  слѣд.  3),  а  потому 
АВ  ОУ  А„  г 

=  —  ,  ИЛИ  -  =  ~  ■ 

аЬ  оѵ  ’  а„  «„ 

Задача  I.  По  данному  радіусу  г  и  сторонѣ  правильнаго 
вписаннаго  многоугольника  а,,  вычислить  сторону  одноимен¬ 
наго  описаннаго  А„. 

А„  г  ,  .  а»г  ,, 

Рѣш.  Изъ  пропорціи  —  =  —  имѣемъ  АИ=  — •  Но  изъ 
прямоугольнаго  треугольник*  аѵо  можно  опредѣлить  апоѳеиу 
гч>— а,.=  /  г (§80,  теор.  1,  слѣд.  2)  и  сдѣдов. 

а..т 

К— 
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Задача  2.  По  данному  радгусу  г  и  сторонѣ  правильна¬ 
го  описаннаго  многоугольника  А„  вычыыитъ  сторону  одно¬ 
именнаго  вписаннаго  а„. 

Рѣш.  Апооема  правильнаго  вписаннаго  многоугольника 


и  слѣдов.  получимъ 


откуда 


о- 


А  „г 


-Ѵ^Р' 


/ ■•+Р 


§  115.  Теорема.  Апооема  правильнаго  вписаннаго  много¬ 
угольника  есть  средняя  пропорціональная  между  радіусомъ 
и  по.гусуммою  радіуса  и  апооемы  вписаннаго  правильнаго 
многоугольника  половиннаго  чис.іа  сторонъ. 

Пусть  АВ  (чер.  214)  есть  сторона  правильнаго  вписанна¬ 
го  многоугольника,  имѣющаго  п  сторонъ,  аяооена  его  ОѴ—а*. 

Сторона  правильнаго  вписаннаго  многоуголь¬ 
ника,  имѣющаго  2»  сторонъ,  будетъ  АС  (§  73 , 
зад.  4);  аноѳеяа  его  0С=2.„;  радіусъ  окруж- 
хи  мости  ОС  =  г.  Требуется  доказать,  что 

-г  Г-±^п- 
Оз»  —  г.  2 

Доказ.  Если  изъ  средины  6  стороиы  АС 
опустимъ  перпендикуляръ  СЕ  на  ОС, то  СѴ 
раздѣлите*  въ  точкѣ  Е  пополамъ,  такъ  какъ  дАСѴсод  ОСЕ 
и  6  есть  средина  АС;  слѣдов.  СЕ  =  ЕѴ  (§  92,  теор.).  Въ 
Д  ОСО  катетъ  00  есть  средняя  пропорціональная  между  ги¬ 
потенузою  ОС  и  проложсніемъ  ОЕ  этого  катета  на  ганоте- 
иузу  (§  88,  теор.  1),  т.  е.  00*=0С  .  ОЕ;  но 

УС  ОС— ОѴ  г— а.  г  4-я 

ОЕ=ОѴ+ѴЕ=ап-і-т=яя+  - 2“=3"+ 2  ’ 

у  | 

слѣдов.  а  1п  =  г.—л — ,  что  и  треб.  дока*. 


Задача  1.  По  данному  радіусу  г  и  сторонѣ  а„  правиль¬ 
наго  вписаннаго  мноюуго.імнка  вычислитъ  сторону  гграви.ѣ- 
наго  вписаннаго  многоуго.пнша  аг„  а  двойнымъ  чи с.юмъ  сто¬ 
ронъ. 

г-\-чя 

Рѣш.  Уравненіе  а|„  —  г.—  ^ —  даетъ  соотношеніе  между 
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апофемами.  Изъ  дАСО  и  дАОѴ  имѣемъ: 


вставляя  а?„  и'  а„  вт.  первое  уравненіе,  получимъ: 

г‘-  тЦ('+}^ г*-  г)- нлн  г'-^-=г\^г'~г' 


откуда  4.  =8 г[г~у/  г'~1~ 

2г(г- / г*  — ^  =|/  г(зг  —  і/4гг— 

Задача  2.  По  данному  радіусу  г  и  данной  сторонѣ  пра¬ 
вильнаго  вписаннаго  многоугольника — а*,  вычислить  сторо¬ 
ну  правильнаго  вписаннаго  многоугольника ,  имѣющаго  поло¬ 
винное  число  сторонъ. 

г-\-*п 

выраженія 


Рѣш.  Вставляя  въ  уравненіе  о|„  —  г  .  0 

падучимъ: 


=г*-^  и  г*—  _ 

г'-М'+/г'~аЛ 

Опредѣляя  изъ  этого  уравненія  а„ ,  найдемъ: 


а„  ~~Ѵ іг‘  —  аѣ- 

§  116.  Т Свреиа  1.  Сторона  правильнаго  вписаннаго  ш- 
стиуголънима  равна  радіусу  окружности. 

Пусть  АВ  (чер.  215)  есть  сторона  правильнаго  вписанна¬ 
го  шестиугольника,  и  требуется  доказать, 
что  АВ=г,  гдѣ  г  радіусъ  окружности. 

Доказ.  Уголъ  центральный  АО  В  — 

4  &  2 

=  — =г -А.  Слѣдов,  въ  ДАОВ  сумма 
о  а 

2 

двухъ  угловъ  ^  А-)-  /  В=2<і —  ^  я  = 

=*/,  А.  Но  АО— ВО,  какъ  радіусы,  а 
потому  Д  А^=  Д  В,  значитъ  каждый  изъ 
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угловъ  А  ы  В  равенъ  тоже  д  й.  Т.  е.  Д  АОВ  равносторонній 


и  сторона  АВ=г. 

Слѣдствіе  1.  Сторона  описаннаго  разносторонняго  тре¬ 
угольника  равна  радіусу  окружности ,  утюженному  .на  1/3. 

Потому  что,  соединяя  чрезъ  одну  вершины  правильнаго 
вписаннаго  шестиугольника,  полупимъ  равносторонній  впи¬ 
санный  треугольникъ  АСЕ,  танъ  какъ  въ  точкахъ  А,  СиЕ 
окружность  дѣлится  на  три  равныя  части.  Иаъ  прямоугольнаго 
треуголышкаАЕІ)  (§  72,теор.1,  слѣд.  2),  имѣемъ:  АЕ*=АБ*— 
— ЕБа,  илы,  такъ  какъ  АБ=2г  и  ЕІ)=г  (какъ  сторона  ше¬ 
стиугольника),  то  АЕ*=4г* — г*=3г,  откуда  АЕ=т|/3. 

Слѣдствіе  2.  Удвоивая  число  сторонъ  правильнаго  впи¬ 
саннаго  шестиугольника,  получимъ  нрав,  вписанный  12-тн 
угольникъ,  сторона  котораго  опредѣлится  чрезъ  радіуеъ,  на 
основаніи  §  115  зад.  1.  Такимъ  же  образомъ  по  сторонѣ 
12-ти  угольника  опредѣлятся  послѣдовательно  стороны  пра¬ 
вильныхъ  вписанныхъ  24,  48,  96 .  угольниковъ.  Числа 

3,  6,  12 .  выражаются  формулой  3.  2“,  въ  которой  м* 

означаетъ  каждое  изъ  чиселъ  0, 1,2,3....  Поэтому  можно,  на 
основаніи  сказаннаго,  вписать  въ  окружность  и  вычислить 
сторону  всякаго  правильнаго  вписаннаго  многоугольника, 
имѣющаго  3  .  2"’  сторонъ.  По  сторонѣ  вписаннаго  можно 
построить  сторону  одноименнаго  описаннаго  и  вычислить 
длину  ея  (§  114,  зад.  1).  Сдѣдов.  можно  выразить  черезъ 
радіусъ  сторону  прав,  описаннаго  многоугольника,  имѣющаго 
3,  6,  12,...  вообще  3  .  2"  сторонъ. 

Такимъ  способомъ  найдемъ,  что  сторона  описаннаго  рав¬ 
носторонняго  трегрольника  равна  двойной  сторонѣ  вписан¬ 
ною,  т.  е.  равна  2г[/3. 

Теорема  2.  Сторона  вписаннаго  квадрата  равна  радіусу, 


умноженному  на  (/  2 . 

Проведемъ  два  между  собою  перпендикулярные  діаметра 
АВ  и  СВ  (чср.  216),  то  хорда  АС  будетъ 
стороною  внисаниаго  квадрата;  требуется  до¬ 
казать,  что  АС'— 2. 

Доказ.  Изъ  прямоугольнаго  треугольника 
>АОС  имѣемъ  АС“  —  А02-р-СО*  или 
АС*=Зг*,  откуда  АС=г[/ 2. 
Слѣдствіе.  По  сторонѣ  вписаннаго  квад¬ 
рата  можно  послѣдовательно  вписать,  опи- 
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сать  и  вычислить  стороны  правильныхъ  вписанныхъ  и  опи¬ 
санныхъ  многоугольниковъ,  имѣющихъ  8,  16,  32....  или  во¬ 
обще  2”  сторонъ,  гдѣ  т  равно  2,  3,  4,  5.... 

Теорема  3.  Сторона  правильнаго  вписаннаго  десяти¬ 
угольника  равна  дольше  й  части  радіуса,  раздѣленнаго  внут¬ 
ренне  въ  среднемъ  и  крайнемъ  отношеніи. 

Пусть  АВ  (чер.  217)  есть  сторона  правильнаго  вписан¬ 
наго  десятиугольника;  радіусъ  окружно¬ 
сти  АО— г.  Требуется  доказать,  что  АВ 
равно  большей  части  радіуса,  дѣленнаго 
внутренне  въ  среднемъ  и  крайнемъ  отно¬ 
шеніи  (§  ИЗ). 

Ы _ _ 

Доказ.  Центральный  /  АОВ  =  ух  — 

=*/  Л.  Въ  д  АОВ  сумма  двухъ  угловъ 
А+В=2 <*_•/,*=•/,*  Но  /  А=  /.  В, 
потому  что  АО=ОВ  (§  52,  теор.  1),  с.тѣдов.  (акс.  1)^А= 
=  /  В  —  '/  і.  Пусть  прямая  ВБ  дѣлитъ  уголъ  В  пополамъ, 
т.  е.  пусть  Д  АВБ  =  Д  ОВБ  =  2Дй,  тогда  дВБО  будетъ 
равнобедренный,  потому  что  Д  БОВ=  д  ОВВ=*/вй  и  слѣд. 
сторона  ВБ=ВО  (§  52,  теор.  2).  Треугольникъ  АВБ  тоже 
равнобедренный,  потому  что  /  АБВ,  какъ  внѣшній  ДІ)В0, 
равенъ  Д  ОВВ+ Д  ВОВ= '/,(*;  слѣдов.  ДВАБ=ДАБВ= 
=  4,(1,  а  потому  АВ  —  ВБ  =  БО.  Т.  обр.  сторона  А  В  де¬ 
сятиугольника  равна  БО  и  мы  докажемъ,  что  БО  есть  боль¬ 
шая 'часть  радіуса  АО,  дѣленнаго  въ  точкѣ  Б  внутренне  въ 
среднемъ  и  крайнемъ  отношеніи.  Въ  самомъ  дѣлѣ  прямая  ВБ 
дѣлитъ  ДБ  пополамъ  и,  значитъ,  раздѣляетъ  нротивуле- 
жащую  углу  сторону  АО  на  части,  находящіяся  въ  отноше¬ 
ніи  равномъ  отношенію  прилежащихъ  сторонъ  (§  91,  теор. 


Чер.  217. 


АБ  АВ  АБ  БО 

2),  т.  с.,  ро=ВО  ИЛН)  “  К!№Ъ  АВ=І)0’  то  БО  ВО  ’ 
что  и  требовалось  доказать. 

С.ГѢдіТВІе  1.  Сторона  правильнаго  вписаннаго  десяти¬ 


угольника  равна 


Слѣдствіе  2.  Соединивъ  чрезъ  одну  вершины  правильнаго 
вписаннаго  дссятнугол.,  получимъ  правильный  вписанный  пяти¬ 


уголъ*.  На  основапін  §11 5  (аад.2)  имѣемъ:  а,=  |/  г2  а\„ 
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и  вставляя  а,  0=  -^[/б — получимъ:  йд  =  г  |/~5  ^ ' 

Слѣдствіе  3.  Въ  окружность  можно  випсать  и  описать 
стороны  правильныхъ  многоугольниковъ,  имѣющихъ  о,  10, 

20 . .  или  вообще  имѣющихъ  5  .2"'  равныхъ  сторонъ,  гдѣ 

т  равно  0,  1,  2,  3 . 

§  117.  Теорема.  Во  всякомъ  вписанномъ  четыреую.пншпъ 
произведеніе  діагоналей  (*м.  е.  чисеш,  выражающихъ  длины) 
равно  суммѣ  произведеній  противупо  ложныхъ  стерокъ. 

Чер  218  Пусть  АВСВ  (чер.  218)  есть  впи¬ 

санный  четырсугольникъ  и  требуется  до¬ 
казать,  что  ВВ  .  АС^АВ  .СВ+ВС.АВ. 

Доназ.  Если  отложимъ  /  АВК,  рав¬ 
ный  /ВВС,  то  ЛАВК  и  ДБВС  бу¬ 
дутъ  подобны,  потому  что  у  нихъ  есть 
но  два  равныхъ  угла  (§  93,  теор.  4), 
а  именно:  /  АВК  =  /  ВВС,  по  по- 

- _  строенію,  и  /  ВАК—  /ВВС,  какъ  опи- 

рагощіеса  на  ту  же  дугу  ВС  (§  109).  Слѣдов.  (§  92,  теор.) 

АК  СБ 

АВ~ВБ  плн  АК  •  ВГ>=;АВ  •  СВ....  (1). 
дСВКоодАВВ,  потому  что  /ВСК=АВВ,  какъ  опираю¬ 
щіеся  на  одну  и  туже  дугу  АВ,  н  кромѣ  того,  если  къ  рав¬ 
нымъ,  но  построенію,  угламъ  ВВС  и  АВК  прибавимъ  по  углу 
КВБ,  то  получимъ  равные  углы  (акс.  2),  г.  е.  получимъ 
/  КВС  —  /  АВВ.  Слѣдов.  имѣемъ  пропорцію 

КС  АВ 

20=  или  КС  .  ВВ— ВС  .  АВ  (2) 

складывая  (1)  со  (2),  получимъ: 

ВВ  (АК+КСЬ=АВ  .  СВ+ВС  .  АВ 
Но  АК4-КС=АС,  н  потому 

ВВ  .  АС=АВ  .  СВ+ВС  .  АВ. 
Замѣчаніе.  Теорема  эта  извѣстна  подъ 
названіемъ  Птоломеевой  теоремы. 

Слѣдствіе  1.  На  основаніи  этой  тео¬ 
ремы  можно  выразитъ  черезъ  радіусъ 
сторону  правильнаго  ял тнадцатиую.іъ- 
нта. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  отложимъ  отъ  точка 
А  хорду  АВ  (чер.  219),  равную  сторонѣ 


—  141 


правильнаго  вписаннаго  шестиугольника,  т.  е.  радіусу  г,  и 
отъ  той  же  точки  А  хорду  АВ,  равную  сторонѣ  правильнаго 

вписаннаго  десятиугольника,  т.  е.  равную  у(|А  -і); 

затѣмъ,  соединимъ  точки  В  и  С  прямою  ВС,  которая  бу¬ 
детъ  стороною  правильнаго  вписаннаго  пятнадцатиугодышка, 
потому  что 

А  СОВ=  /  АОВ —  /  АОС— 60° — 36|’=24“. 

Чтобы  выразить  сторону  ВС  =2  черезъ  радіусъ,  проведемъ 
діаметръ  АВ  н  еоедапннъ  точки  В  н  С  еъ  точкою  В  пря¬ 
мыми  ВБ  и  СІ).  Четыре)"  го.шшкъ  АСБВ  есть  вписанный  и 
слѣдов.,  ио  доказанной  теоремѣ,  имѣемъ 

АВ  .СВ=АС  .  ВВ+ВС.  АВ .  (1) 

Но  АВ=г  (§  110  теор.  I);  АС=г.і^ІрІ(§  ПО,  теор.  3); 

АВ=2г;  ВВ=  ^/АВ4— АВ*=г /з";  СВ=  ^АВ*=АС'= 

—Ц/  10  +  2^/Т; 

2 

поэтому,  вставя  эти  выраженія  въ  уравненіе  (1),  получимъ 

,.  г  ]/  10  +  2і7о~=  г  .(і/5^-1).»ѴзЧ-2г.ж, 

'  2  2 

Слѣдствіе  2.  Въ  окружность  можно  вписать  и  описать 

правильные  многоугольники  съ  15,  30,  60 .  и  вообще  съ 

15.  2"'  равиыми  сторонами,  и  вычислить  стороны  этихъ  мно¬ 
гоугольниковъ. 


СПОСОБЪ  ПРЕДѢЛОВЪ. 


ОТДѢЛЪ  ЛЛИХ 

Геометрическія  перемѣнныя  и  на»  предѣлы. 


■Іредіі.іі»  нсеонзігіірнпой  ирнѵвй,  аяесоизягь- 
ріпшго  угла  и  нес* іиігі.рткж  дуга. 


§  118.  Въ  §  82  сказано,  что  если  данная  прямая  АВ 
(чер.  220)  несоизмѣрима  съ  единицею  мѣры  СВ,  то  нельзя 
найти  цѣлое  или  дробное  число,  показывающее  точно  сколь¬ 
ко  разъ  въ  данной  прямой  укладывается  единица  мѣры  или 
часть  этой  единицы,  а  можно  только  найти  число,  на  сколь¬ 
ко  угодно  близкое  къ  сказанному.  Для  того,  чтобы  найти 
такое  приближенное  число,  мы  должны  поступать  слѣдую¬ 
щимъ  образомъ:  раздѣлилъ  единицу  мѣ¬ 
ры  ОБ  иа  п  рапныхъ  частей  в  м-ую 
часть  будемъ  откладывать  на  АВ  до  д  в 

тѣхъ  поръ ,  пока  не  получимъ  остатокъ  с - о 

.  СБ  іт  СБ  4„  . 

меньшій  — —  •  Положимъ,  что  уложилось  въ  АВ  к  разъ 

СО 

н  получнлея  остатокъ  ЕВ  Прямая  АЕ  будетъ  соизмѣ- 

і  _ 

рима  съ  едвницею  мѣры  и  длина  ея  равна  — .  Еелиичрез- 


Чер.  220. 
к 


вычайпо  большое  число,  то  остатокъ  ЕВ  чрезвычайно  малъ 
в  можно  я  взять  столь  большимъ,  что  остатокъ  меньшій  п- ой 
дола  единицы  мѣры  будетъ  меньше  всякой  произвольно  ма¬ 
лой  прямой.  Такимъ  образомъ  всегда  можно  найти  прямую 
АЕ,  которая  будетъ  соизмѣрима  съ  СБ  и  будетъ  менѣе  АВ 
на  произвольно  малую  прямую.  Такая  прямая  АЕ  наз.  при- 
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ближеніем*  данной  прямой  АВ.  Приближеніе  будетъ  мѣнять¬ 
ся  сь  измѣненіемъ  числа  дѣленій  единицы  мѣры  и  когда  это 
число  дѣленій  не  даяо  (полагается  произвольнымъ),  то  при¬ 
ближеніе  АЕ  прямой  АВ  будетъ  перемѣнною  величиною. 
Разность  прямой  АВ  и  ея  приближенія  АЕ  можетъ  быть  сдѣ¬ 
лана  менѣе  произвольно  малой  прямой.  Съ  увеличеніемъ  чис¬ 
ла  я  эта  разность  уменьшается  и  приближеніе  АЕ  все  болѣе  и 
болѣе  дѣлается  близкимъ  къ  прямой  АВ,  ие  достигая  ни¬ 
когда  ея.  Такимъ  образомъ  прямая  АВ  есть  величина  посто¬ 
янная,  къ  которой  перемѣнная  прямая  АЕ  приближается,  не 
достигая  никогда  АВ,  и  притомъ  разность  между  АВ  и  АЕ 
можетъ  быть  сдѣлана  менѣе  всякой  произвольно  малой  пря¬ 
мой.  Постоянны  величина  АВ,  к*  которой  перемѣнная  АЕ 
приближаемся,  не  достигая  никогда  ея,  и  притомъ  такъ, 
что  разность  между  постоянной  и  переменной  можетъ 
быть  сдѣлана  произвольно  малой,  называется  предѣломъ  пе¬ 
ремѣнной. 

Длиною  несоизмѣримой  прямой  АВ  называется  предѣлъ, 

.  ь 

къ  которому  приближается  длина  приближенія  АВ  =  --- 

съ  увеличеніемъ  числа  дѣленій  п  единицы  мѣры. 

Если  отложимъ  я-ую  часть  СБ  на  АВ  к  +  1  разъ,  то 
получимъ  другую  перемѣнную  прямую  АѴ,  предѣломъ  кото¬ 
рой  будетъ  опять  АВ.  Значитъ  прямая  АВ  есть  предѣлъ  двухъ 
перемѣнныхъ  прямыхъ,  изъ  которыхъ  одна  А  К  меньше  АВ, 
а  другая  АѴ —  больше  АВ. 

§  119.  Если  уголъ  АОВ  (чер.  221)  несоизмѣримъ  съ 
угломъ  СОБ,  принятымъ  за  единицу  мѣры  угловъ,  то  опять 
раздѣлимъ  уголъ  СОБ  на  «  равныхъ  частей  и  пусть  уголъ 

— —  уложится  въ  данномъ  углѣ  к  разъ  съ  остаткомъ  ЕОВ, 

СОБ  Чер.  221. 

меньшимъ  угла  - ;  тогда  /АОЕ  со- 

1  п 

измѣримъ  съ  единицею  мѣры  и  равенъ 

к 

.  Разсуждая,  какъ  въ  предыдущемъ  §, 

п 

заключаемъ,  что  А  АОЕ  есть  приближеніе 
даннаго  угла,  что  разность  между  даннымъ 
угломъ  и  этимъ  приближеніемъ  можетъ 
быть  сдѣлана  менѣе  всякаго  произвольно 
малаго  угла,  и  что  величиною  несоизмѣ- 
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римаго  угла  называется  предѣлъ ,  къ  которому  приближавш¬ 
іе 

ся  уголъ  АОЕ  =  —  съ  увеличеніемъ  числа  дѣленій  п  едини- 

'Н 

%ы  мѣры  угловъ. 

Такимъ  же  образомъ  длиною  дуги  АВ,  несоизмѣримою  еъ 
единицею  мѣры  дугъ  СВ,  называется  предѣлъ,  къ  которому 
& 

приближается  дуга  АЕ— —  съ  увеличеніемъ  числа  дѣленій 

71 

п  единицы  дугъ. 

§  120.  Если  за  единицу  мѣры  дугъ  нримемъ  црямую,  то, 
очевидно,  что  такая  единица  мѣры  не  можетъ  укладываться 
въ  дугѣ  и  то,  что  въ  этомъ  случаѣ  должно  понимать  подъ 
длиною  дуги  и  длиною  окружности,  разъяснится  на  осно¬ 
ваніи  теоремъ  слѣдующихъ  параграфовъ. 


Предѣлъ  нерипеч'рвпъ  и  ш.іондадем  нравпль- 
иыхъ  нішеанііыж’ь  и  овисашіыжъ  явого- 
г  ю.і  I.  о  III. 


§  121.  Теорема.  Периметръ  всякаго  описаннаго  около 
окружности  многоугольника  болѣе  периметра  всякого  впи¬ 
саннаго. 

Пусть  около  окружности  описалъ  какой  ннбудь  многоу¬ 
гольникъ  АВСЛЕ  (чер.  222)  и  вписанъ  многоугольникъ  Р(ДО>; 
требуется  доказать,  что 

АВ+ВС+СО+і)Е  реа  >  <ЗК+К8-|-8Р+Рд. 


Чер.  222. 
Б 


Доказ.  Продолжимъ  всѣ  стороны  впи¬ 
саннаго  многоугольника  въ  одинаковомъ 
направленіи  до  пересѣченія  съ  сторона¬ 
ми  описаннаго  въ  точкахъ  х,  у,  г,  и. 
Такъ  какъ  прямая  остъ  кратчайшее  раз¬ 
стояніе  между  двумя  точками,  то  имѣемъ: 

Оу+уВ+В*  >  фі+Кя 
Кя+яС+С»  >  К8-}-8» 
Зм+мБ-фБЕф-Еа;  >  ЗРф-Рж 
Ѵх+хА+Ау  >  РЦ+Оу. 


Складывая  и  отнимая  отъ  неравныхъ  поровну,  получимъ 
неравные  (акс.  3),  т.  е.  уВ+Вг-4-гС+С»ф-«В-|-БЕ4-Еж-|- 

ф-яА  +  Ау  >  0К+К8+8Р+Р<}> 
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или  АВ+ВС+СІі+ПЕ+ЕА  >  дК+ШН  ЬР+РФ. 
что  я  требовалось  доказать. 

§  122.  Теареча.  Съ  удвоеніемъ  числа  сторонъ  правиль¬ 
наго  описаннаго  многоугольника  периметръ  его  уменьшает¬ 
ся,  а  съ  удвоеніемъ  числа  сторонъ  правггллнаю  вписаннаго 
многоугольника — периметръ  его  увеличивается . 

Пусть  АВСІ)Е  (чер.  223)  есть  правильный  описанный 
многоугольникъ,  а  аЬсЯс  правильный  вписанный  многоуголь¬ 
никъ  н  требуется  доказать,  что  съ  удвоеніемъ  числа  сторонъ 
периметръ  перваго  уменьшается, 

Доказ.  Чтобы  удвоить  число 
сторонъ  прав,  описаннаго  мно- 
гоуг.  (§  73,  задача  9),  долж- 
по  вершины  его  соединить  пря¬ 
мыми  съ  центромъ,  и  въ  точ¬ 
кахъ  пересѣченія  этихъ  прямыхъ 
съ  окружностью  про  вести  каса¬ 
тельныя  КЕ,  МИ,  Р<3  и  т.  д., 
получится  правильный  онксаниый 

многоугольникъ  ЬКМКІ’Ч . 

съ  двойнымъ  числомъ  сторонъ. 

Въ  этомъ  многоугольникѣ  сторо¬ 
ны  ЕК,МХД\>  меньше  соотвѣтственныхъ  имъ  ломаныхъ 

ЕА+АК:  МВ+ВЯ;  РС+С<2  и  т.  д. 

Остальныя  же  стороны  многоугольника  съ  удвоеннымъ 
числомъ  сторонъ  составляютъ  остальныя  части  периметра 
даннаго  ошісаинаго  многоугольника;  слѣд.  первый  периметръ 
меньше  итораго.  т.  е.  <гь  удвоеніемъ  числа  сторонъ  пери¬ 
метръ  описаннаго  миогоуголышіаі  уменьшается. 

Чтобы  удвоить  число  сторонъ  правильнаго  вписаннаго 
ымогоуг.  (§  73,  зад.  4),  должно  средины  дугъ,  стягиваемыхъ 
сторонами,  соединить  съ  вершинами  многоугольника  пря¬ 
мыми,  и  получится  правильный  вписанный  многоуг.  аШі&З . 

съ  двойнымъ  числомъ  сторонъ.  Каждая  изъ  сторонъ  даннаго 
многоугольника  меньше  соотвѣтствующей  ей  суммы  двухъ 
сторонъ  полученнаго  многоугольнику;  гакъ,  наир.  аЬ  <  «І-Ь 
елѣд.  периметръ  перваго  вписаннаго  миогоугодьнмка 
меньше  периметра  ьтораго,  т.  с.  периметръ  вписаннаго  пра¬ 
вильнаго  многоугольника  съ  удвоеніемъ  числа  сторонъ  увели¬ 
чивается. 


а  вторага  увеличивается. 
Чер.  223. 

в 


ш 


§  123.  Келл  дана  окружность,  т.  с.  ея  радіусъ,  н  около 
окружности  описанъ  правильный  многоугольникъ,  имѣющій  и 
сторонъ,  то  периметръ  его  есть  опредѣленная  длина,  когда 
и  дано.  Если  же  число  сторонъ  будемъ  удвонвать,  то  этотъ 
периметръ  будетъ  мѣняться  и  сдѣлается  перемѣнною  вет¬ 
чиною,  если  положимъ  число  сторонъ  произвольнымъ  (какимъ 
угодно);  такую  перемѣнную  величину  периметра  описаннаго 
многоугольника  будемъ  означать]  буквою  1’.  По  теоремѣ  §  122 
съ  удвоеніемъ  числа  сторонъ  периметръ  описаннаго  много¬ 
угольника  уменьшается ,  н  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  но  теоремѣ  $  121, 
онъ  остается  постоянно  больше  периметра  всякаго  вписаннаго: 
елѣд.  периметръ  многоугольника  не  можетъ  быть  сдѣланъ  менѣе 
нѣкоторой  постоянной  длины,  къ  которой  онъ  приближается,  не 
достигая  никогда  ея,  и  притомъ  такъ,  что  разномъ  между 
периметромъ  и  этой  постоянной  длиной  можетъ  быть  сдѣлана 
какъ  угодно  малою.  Такая  поетошшая  длина  паз.  предѣломъ 
перемѣнной  длины  периметра  I'  опѵханнаю  мноюую.ѣпшм; 
будемъ  этотъ  предѣлъ  означать  буквою  Ь,  такъ  что  Р>Ь 
и  ]№:шость  Р — і.  можетъ  быть  сдѣлана,  какъ  угодно  малою. 

Подобнымъ  же  образомъ  периметръ  прав,  вписаннаго 
миогоуг.  при  произвольномъ  числѣ  сторонъ  есть  перемѣнная 
пели  чип  а,  которую  будемъ  означать  буквою  р.  Но  теоремѣ 
§  122  периметръ  вписаннаго  многоугольника  р  съ  удвоеніемъ 
числа  сторонъ  увеличивается  н,  вслѣдствіе  теоремы  5;  121, 
остается  меньшимъ  всякаго  описаннаго  многоугольника;  слѣд. 
этотъ  периметръ  не  можетъ  быть  сдѣланъ  болѣе  нѣкоторой 
постоянной  длины,  къ  коротой  онъ  приближается.  не  дости¬ 
гая  никогда  ея,  и  притомъ  такъ ,  что  разность  между  этой 
постоянной  длиной  и  периметромъ  можетъ  быть  сдѣлана 
какъ  угодно  малою.  Такая  постоянная  длина  паз.  предиломъ 
перемѣнной  длины  периметра  вписаннаго  многоугольника. 
Нуденъ  итогъ  предѣлъ  означать  буквою  /,  такъ  что  1>р  и 
разность  I — р  можетъ  быть  сдѣлана  какъ  угодно  малою. 

§  124.  Теорема.  Разность  между  периметромъ  описан¬ 
ною  щмвьиышю  многоугольника  и  периметромъ  в  писании - 
іо  щюои.шшю  мноюую.гтика  тою  же  числа  сторонъ  мо¬ 
жетъ  быть  сдѣлана  менѣе,  венной  произво.гъно  малок  длины. 

Пусть  опять  Р  ир  означаютъ  перемѣнныя  длины  перимет¬ 
ровъ,  АВ  и  аЬ  (чер.  224)  соотвѣтствующія  стороны,  ОМ  а  ОН — 
апооемы  одноименныхъ  правильныхъ  многоугольниковъ  опи¬ 
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саннаго  и  вписаннаго  въ  окружности  О  радіуса  ОМ.  Тре¬ 
буется  доказать,  что  разность  Р— -р  можетъ 
бытъ  сдѣлана,  какъ  угодно  малою. 

Доказ.  Периметры  правильныхъ  одноимен¬ 
ныхъ  многоугольниковъ  относятся,  какъ  апо- 
оемы  (§  98),  слѣд. 

р  ОМ  Р— р  ОМ— ОН 

>-=ОН  -  отиуда  — =~ом“  ’ 

Р— я  мн 

но  ОМ— ОН=МН,  поэтому  “р  =ом’ 

Перпендикуляръ  МН  меньше  наклонной  АМ,  а  эта  послѣд¬ 
няя  есть  сторона  вписаннаго  правильнаго  многоугольник*., 
слѣд.  можетъ  быть  сдѣлана  съ  удвоеніемъ  числа  сторонъ  его 
какъ  угодно  малою:  а  потому  МИ  н  подавно  можетъ  быть 

МН 

сдѣлана  менѣе  всякой  произвольно  малой  длины.  ,Цкюь 


Чср.  224. 


имѣетъ  постоянный  зиаменателі.,  и  съ  уменьшеніемъ  числи¬ 
теля  МН  можетъ  быть  сдѣлана,  какъ  угодно  малою — значить 

р _ р 

н  дробь  — р^-  можетъ  сдѣлаться  произвольно  малою.  Но  съ 
удвоеніемъ  числа  сторонъ  знаменатель  Р  уменьшается,  отчего 
дробь  — р—  увеличнняется,  а  потону  Р — р  можетъ  быть 


сдѣлана  менѣе  всякой  произвольно  малой  длины. 

$  125.  Теорема.  Периметръ  правильнаго  опжиншыо 
міипоуго.ѣника  и  периметръ  правильного  вписаннаго  въ  ту 
же  окружность  многоугольника  имѣютъ  одинъ  и  тотъ  же 
предѣлъ. 

Со\’]Шіяя  обозначенія  іі]»дидуіцнхъ  параграфовъ  дока¬ 
жемъ,  что  Ь  =  /. 

Іоімз.  Но  §  123  имѣемъ  Р>Е  н  р  <  I,  откуда 
Р — р>  I-  —  /; 

если  би  I.  было  болѣе  I,  то  разность  Р — р  не  могла  бы 
быть  сдѣлана  какъ  угодно  малою,  а  оставалась  бы  всегда 
бо.тѣо  иостонншш  разности  іа— /,  что  противно  §  1 24;  слѣд. 

Ь>1  (1) 

По  тому  же  §  123  положительныя  разности  Р — Ь  н  I — р 
могутъ  быть  сдѣланы  какъ  угодно  малыми;  если  бы  1.  было 
менѣе  I,  то  разность  I  —  Ь  была  положительна,  а  потому 
можио  было  бы  сдѣлать 


іо* 
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I’  —  I-  <  ^  II  I - р  <  —0 - >  отк удя 

1’  —  Е  -г  I — р<1  —  Іі  илн  р  >  Р, 
что  противно  §  121,  с.іѣд. 

Ь</  (2). 

Нет  (1)  и  (2)  видно  (аке.  9),  что  Ь  =  I. 

8  126.  Теорема..  Периметры  всѣхъ  пра»и.п,ныхъ  а  писан - 
нылъ  и  описанных:,  мноюгрольншовъ  около  донной  окружно¬ 
сти,  имѣютъ  одинъ  и  тотъ  же  щкдгьлъ,  а  какого  бы  пра¬ 
вильнаго  ыпоюцю.ѣнта  ни  бьио  начато  удвоеніе  сторонъ. 

Пусть  Р„  н  рн  означаютъ  перемѣнныя  длины  периметровъ 
правильныхъ  одноименныхъ  описаннаго  н  вписаннаго  много¬ 
угольниковъ,  происшедшихъ  отъ  удвоенія  числа  сторонъ  ка¬ 
кихъ  ни будь  правильныхъ  многоугольниковъ,  нанр.  правиль¬ 
ныхъ  треугольниковъ.  І’„  ц  рш — перемѣнныя  величины  одно¬ 
именныхъ  правильныхъ  описаннаго  и  вписаннаго  въ  ту  же 
окружность  многоугольниковъ,  происшедшихъ  отъ  удвоенія 
числа  сторонъ  другихъ  правильныхъ  многоггольинковъ,  нанр. 
квадратовъ.  Пусть  предѣлъ  Р„  н  рп  будетъ  Ь,  а  Ра  и  — 
I/;  требуется  доказать,  что  Ь=Ь'. 

Докаі.  Изъ  §  1 2 1  слѣдуетъ,  что  периметръ  всякаго  ваиеап- 
наго  многоугольника,  не  можетъ  быть  болѣе  всякаго  описан¬ 
наго  около  той  же  окружности  многоугольника,  понтону 
и  Если  же  /)Й5»РМ.  то  и  И,  предѣлъ  рт,  не  можетъ 

быть  болѣе  I/,  предѣла  Р„,  т.  е. 

Ь>1/. 

Подобнымъ  образомъ  изъ  того,  что ,рм>Р„  заключимъ,  что 
Ъ  не  можетъ  быть  менѣе  I/,  т.  е. 

Е<1/. 

Итакъ,  I,  не  можетъ  быть  пн  болѣе  ни  менѣе  I/,  а  по¬ 
тому  (акс.  9)  Ь=И. 

І1)і1|*едѣ.геніе.  Длиною  окружности  называется  тотъ  един- 
ажвепный  предѣлъ,  къ  которому  стремятся  длины  перимет¬ 
ровъ  правильныхъ  вписанныхъ  и  описанныхъ  около  этой 
окружности  мн  огоуі  олъ  ниі;о  а  ъ  съ  удвоеніемъ  числа  ихъ  сто¬ 
ронъ. 

§  127.  Въ  предыдущихъ  параграфахъ  мы  разсмотрѣли  нѣ¬ 
сколько  величинъ,  которыя  не  имѣютъ  постояннаго  значенія. 
Такъ:  приближеніе  длины  прямой,  приближеніе  длины  дуги, 
приближеніе  угла  измѣняются  еъ  измѣненіемъ  числа  дѣленій 
п  соотвѣтствующихъ  единицъ  мѣръ:  длины  периметровъ  ови- 
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самим хъ  или  вписанныхъ  въ  одну  и  ту  же  окружность  пра¬ 
вильныхъ  многоугольниковъ  измѣняются  сь  измѣненіемъ  числа 
п  сторонъ  ятяхъ  многоугольниковъ.  Такія  величины  называ¬ 
ются  перемѣнными.  Вообще,  перемѣнной  ветчиной  назы¬ 
вается  всякая  величина,  не  имѣющая  постояннаго  значе¬ 
нія,  и  измѣняющаяся.  Числа,  выражающія  перемѣнныя  ве¬ 
личины,  суть  переломныя  числа.  Арнометяческиыъ  примѣ - 
|юмъ  перемѣннаго  числа  можетъ  служить  періодическая  дробь, 
измѣняющаяся  съ  измѣненіемъ  числа  десятичныхъ  знаковъ  ея. 

й  128.  Въ  тѣхъ  же  параграфахъ  было  сказано,  что  каж¬ 
дая  изъ  разсмотрѣнныхъ  перемѣнныхъ  величинъ  приближает¬ 
ся  къ  нѣкоторой  постоянной  величинѣ ,  оставаясь  постоянно 
болѣе  или  постоянно  менѣе  послѣдней:  и  притомъ  разность 
между  перемѣнной  н  той  постоянной,  къ  которой  она  прн- 
блнжается,  можетъ  быть  сдѣлана  какъ  угодно  малою;  такія 
постоянныя  величины  мы  назвали  предѣла  >ш .  Вообще  предѣ¬ 
ломъ  перемѣнной  величины  называется  такая  постоянная 
величина,  кг  которой  перемѣнная  приближается ,  остава¬ 
ясь  или  постоянно  болѣе,  или  постоянно  мечи, с  постоян¬ 
ной  величины  и  притомъ  приближается  нишъ,  что  раз¬ 
ность  между  перемѣнною  и  этою  постоянною  можетъ 
бьет*  с&ѣлана  нроызво.пно  малою.  Перемѣнное  число,  кото¬ 
рымъ  выражается  перемѣнная  величина,  имѣетъ  своимъ  пре¬ 
дѣломъ— постоянное  число,  которымъ  выражается  предѣлъ 
этой  перемѣнной  величины. 

Изъ  этого  опредѣленія  видно,  что  перемѣнное  число,  при¬ 
ближаясь  къ  нѣкоторому  постоянному  числу  и  оставаясь  по¬ 
стоянно  бо.тѣе  или  постоянно  менѣе  его,  будетъ  имѣть  пре¬ 
дѣломъ  это  постоянное  число  лишь  только  тогда,  когда  раз¬ 
носы.  между  перемѣннымъ  числомъ  и  сказаннымъ  постоян¬ 
нымъ  можетъ  быть  сдѣлана  менѣе  всякаго  произвольно  ма¬ 
лаго  числа.  Если  это  послѣднее  условіе  нс  осуществлено, 
то  перемѣнное  число  не  будетъ  имѣть  своимъ  предѣломъ  то 
постоянное  число,  къ  которому  оно  приближается,  нанр. 
возьмемъ  двѣ  концентрическія  окружности  (чер.  225),  тогда 
перемѣнное  число,  выражающее  длину  пери¬ 
метровъ  правильныхъ  ынлгоугольпиковъ,  опи¬ 
санныхъ  около  большей  окружности,  будетъ 
имѣть  своимъ  предѣломъ  число,  выражаю¬ 
щее-  длину  большей  окружности;  хотя  длина 
сказанныхъ  периметровъ  съ  удвоеніемъ  числа 
сторонъ  описанныхъ  многоугольниковъ  при¬ 


мер.  225. 


блнжаетея  и  постоянно  остается  болѣе  длшш  меньшей  окруж¬ 
ности,  однако  число,  выражающее  длину  послѣдней,  не  есть 
предѣлъ  числа,  выражающаго  длину  вышеупомянутыхъ  пери¬ 
метровъ,  потому  что  разность  между  ними  всегда  остается 
болѣе  разности  чиселъ,  выражающихъ  длины  данныхъ  окруж¬ 
ностей.  Подобнымъ  образомъ  дробь  0.988....  приближается 
къ  1  и  остается  постоянно  менѣе  ея,  но  не  имѣетъ  своимъ 
предѣломъ  1,  потому  что  разность  между  1  и  этой  дробью 

|  89 
болѣе  !|((  (гакъ  сакъ  продѣть  0,988....  есть  — )  нелѣдов. 

не  можетъ  быть  сдѣлана  произвольно  малою. 

§  129.  Коли  перемѣнное  число  болѣе  своего  предѣла,  то 
разность  между  перемѣннымъ  числомъ  и  его  подѣломъ  есть 
также  перемѣнное  число,  потому  что  уменьшаемое — пере¬ 
мѣнное.  Такая  перемѣнная  разность  имѣетъ  предѣломъ  нуль 
н  называется  бсзко нечно-милымя  чиыолп.  Наир.  число,  вы¬ 
ражающее  избытокъ  длины  пернметіт  правильнаго  много¬ 
угольника,  описаннаго  около  окружности,  надъ  длиною  этой 
окружности,  есть  безконечно-малое  число. 

•Если  перемѣнное  число  менѣе  своего  надѣла,  то  разность 
между  предѣломъ  н  перемѣннымъ  числомъ  есть  также  пере¬ 
мѣнное  число,  потому  что  вычитаемое — перемѣнное.  Предѣлъ 
этой  разности  есть  нуль,  а  самая  разность — чк<мо  безконечно- 
малое.  Наир,  число,  выражающее  избытокъ  длины  окружно¬ 
сти  надъ  перемѣнною  длиною  периметра  правильнаго  вписан¬ 
наго  въ  эту  окружность  многоугольника,  есть  число  безко¬ 
нечно-малое. 

Примѣромъ  безконечно-мала  го  числа  можетъ  служить  раз¬ 
ность  1 — 0,999.... 

Вообще,  (кжонечно-малыт  числомъ  называется  такое  пе¬ 
ремѣнное  число,  предѣлъ  котораго  есть  мулъ. 

§  130.  Теорема.  Всякое  перемѣнное  число  не  .ножсмъ 
имѣть  болѣе  одного  предѣла. 

Пусть  дано  какое-нибудь  перемѣнное  число  у,  предѣлъ  ко¬ 
тораго  есть  число  !;  требуется  доказать,  что  у  не  можетъ 
имѣть  предѣломъ  другое  число  А' ,  отличное  отъ  /. 

Доказ.  Тать  шить  оба  предѣла  I  и  і'  суть  числа  постоян¬ 
ныя,  то  и  разиоеть  между  большимъ  изъ  нихъ  н  меньшимъ 
■есть  нѣкоторое  постоянное  положительное  чиело  к,  не  рав¬ 
ное  нулю,  т.  с.  полагая,  что  (>(■'.  будемъ  имѣть: 

і—?=к. 
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Вычитая  югъ  обѣихъ  частей  этого  равенства  перемѣнное 
число  у.  получимъ:  ( — і' — у=к — у  или  (у — () — (у  і)—к 
равенство,  второе  не  можетъ  существоватыіри  всякомъ  зна¬ 
ченіи  перемѣннаго  у.  потому  что,  по  условію,  у—  <  есть  без¬ 
конечно  малое.  по  сдѣланному  предположенію  у  1  есть  так¬ 
же  безконечно -малое;  слѣд.  разность  двухъ  безконечно -ма¬ 
лыхъ  ривиа  постоянному  числу  к,  что  невозможно  Гавнмъ 
образомъ  нельзя  допустить  сущесТвовапія  другаго  предѣла  для 
у.  а  потому  перемѣнное  число  у  другаго  предѣла  имѣть  вс 
можетъ. 

§  131.  Если  перемѣнное  число  умвожвмъ  на  постоянное, 
го  въ  произведеніи  получимъ  также  перемѣнное  число.  Наир, 
если  перемѣнное  число  1’,  выражающее  перемѣнную  длину 
периметровъ  описанныхъ  около  данной  окружности  много¬ 
угольниковъ,  умножимъ  на  нѣкоторое  постоянное  число  к,  то 
получимъ  въ  произведеніи  РА' — число  перемѣнное,  потому 
что  оно  будетъ  мѣняться  съ  измѣненіемъ  Р. 

Теорема.  Произведеніе  перемѣннаго  чгіс.иі  на  ни, которое 
постоянное  им/ьеть  споили  предл-юм.  произведеніе  предгъла 
тою  тгереміьннаго  числа  на  то  же  постоянное  число. 

Дино  перемѣнное  число  у  и  предѣлъ  его  і\  требуется  до¬ 
казать.  чію  перемѣнное  произведеніе  у  на  нѣкоторое  посто¬ 
янное  число  /■•  имѣетъ  своимъ  предѣломъ  произведеніе  М,— 
предѣла  і  на  то  же  постоянное  к. 

Доти.  Положимъ,  что  у>К  тогда  разность  произведеній 
этихъ  чиселъ  на  постоянное  число  к,  т.  с.ук — (к=(у—1)к, 
съ  приближеніемъ  у  къ  і  уменьшается,  потому  что  одинъ 
множитель  у  —  і  уменьшается;  слѣд.  у  к  также  приближается 
къ  /к  и  притомъ  такъ,  что  разность  между  этими  произ¬ 
веденіями  (у — А)  к  можетъ  быть  сдѣлана  безконечно-малою, 
г.  е.  менѣе  всякаго  произвольно-малаго  числа,  папр.  х,  1>ь 
самомъ  дѣлѣ,  изъ  опредѣленія  предѣла  перемѣннаго  числа 
•слѣдуетъ,  что  разность  у — і  можетъ  быть  менѣе  какого  угод- 

но  малаго  числя,  с.гѣд.  оиа  можетъ  быть  сдѣлана  менѣе 

г.  е.  у  ,  откуда  (у — ()к< х. 

Такимъ  образомъ  ук  приближается  къ  постоянному  числу 
(к,  и  разность  между  пими  есть  безконечно-малое  число. 
С.гѣд.  (к  есть  предѣлъ  для  ук  и  притомъ  по  предыдущей 
теоремѣ- — единственный;  что  н  требовалось  доказать. 
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Слѣдствіе.  Произведеніе  безконечно-малаго  числа  на  ко¬ 
нечное  есть  перемѣнное  число  и  имѣетъ  своимъ  предѣломъ, 
нуль,  поэтому  произведеніе  безкотчпо-малаю  числа  на  ко¬ 
нечное  есть  также  безконечно-малое  число. 

§  132.  Если  дана  окружность,  т.  е.  ея  радіусъ,  н  около 
окружности  описалъ  правильный  многоугольникъ,  имѣющій 
п  сторонъ,  то  площадь  его  имѣетъ  опредѣленную  мѣру,  когда 
п  дано.  Если  же  число  сторонъ  будемъ  удвонвать,  то  пло¬ 
щадь  будетъ  мѣняться  и  сдѣлается  перемѣнной  величиной, 
если  полошить  число  сторонъ  произвольнымъ  (какимъ  угод¬ 
но).  Если  означимъ  чрезъ  Р — перемѣнный  периметръ  ц  чрезъ 
г — радіусъ  окружности,  то  мѣра  такой  перемѣнной  площади 
Р  .г 

будетъ  перемѣнное  число  0  (§  102,  тсор.  3).  Это  число 

Р.г 

— —  есть  произведеніе  перемѣнной  длины  периметра  Г  на 
г 

постоянное  ч .  Но  предыдущему  §  перемѣнное  пронзведе- 

г  г 

ніе  Р  .  у  имѣетъ  своимъ  предѣломъ  I, .  2  (гдѣ  Ь — длина  ок¬ 
ружности)  и  по  теоремѣ  §  130  такой  предѣлъ  есть  только- 
одинъ. 

Опредѣленіе.  Площадью  круга  называется  тот ъ  един¬ 
ственный  предѣлъ,  къ  которому  приближаются  площади 
правильныхъ  описанныхъ  много  угольниковъ  а.  удвоеніемъ  числа 
ихъ  сторонъ. 


Ньачікменіг  длины  •нружнотги  н  и.іоіцпди. 

«руг* 

§  138.  Теорема.  Отношеніе  длины  всяко  к  окружности 
къ  радіусу  этой  окружности  есть  величина  постоянная. 

Пусть  даны  двѣ  окружности  О  н  О'  радіусовъ  К  и  II'. 
Означимъ  чрезъ  Е  и  I/  длины  этихъ  окружностей,  т.  е.  пре¬ 
дѣлы  нериметроігь  Р  н  Р'  одвоименпыхъ  правильныхъ  много- 
угольннкоігь,  описанныхъ  около  этихъ  окружностей:  требует- 

е  і: 

ся  доказать,  что  |г  —  у, . 

Док  аз.  Положимъ,  что  Р — Е=д;  и  Р' — I/— л',  гдѣ  и  / 


—  153  — 


суть  безконечно-малыя  числа.  Тогда  Р=Е-(-.г  н  Р^Е'+ж'. 
іІо  теоремѣ  §  98  имѣемъ: 

Р  Р7  Ъ-\-х  V  Л-х' 

к  =  к7’  иля  “В"  =  “8Г 
I,  X  И  х' 

•’»  к  +  в  =5>  +  ВО  0Іда 

Е  V  х'  х 

К  —  К7"  =  К7  К 

Это  равенство  должно  существовать  при  всякомъ  числѣ 
сторонъ  описанныхъ  правильныхъ  многоугольниковъ,  что  не- 

Ь  V  Ь  И  п 

обходимо  требуетъ,  чтобы  „  равнялось  д/ ,  т.  е.д — к'=и- 

Ь  V  ь  И 

Бъ  самомъ  дѣлѣ,  еслк  папр.  =->  ,  то  разность  д  ^ 

должна  равняться  кѣ  котором  у  постоянному  количеству  к,  и 
х'  х 

тогда  к=  р  —  при  всякомъ  числѣ  сторонъ  правильныхъ 
описашшхъ  многоугольниковъ,  чего  быть  пе  можетъ,  потому 

Д  * 

что  числители  %  и  х  дробей  ^іі|  съ  увеличеніемъ  числа 

сторонъ  могутъ  быть  сдѣланы  какъ  угодно  малыми,  слѣд. 
з!  х 

разность  можегь  быть  сдѣлана  тоже  менѣе  всякой 

данной  величины  и  слѣд.  менѣе  к — какъ  бы  мало  ни  было 
к.  Точно  такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  не  можетъ  быть 


Е  И  ,  Ь  И 

р  <р,  при  всякомъ  числѣ  сторонъ,  а  потому  ^  ,  т.  о. 

отношеніе  длины  окружности  къ  радіусу  есть  число  посто¬ 
янное. 


Ь  И 

Слѣдствіе.  Помножая  знаменателя  равенства  ^=^тяа  2, 


Е  Ь' 

■ол учимъ  2ІГ=-2^. 


отношеніе  длины  окружности 


къ  діаметр  уест  постоянное  чыс.ю.  Это  постоянное  отноше¬ 
ніе  длины  окружности  къ  ея  діаметру  означаютъ  буквою  и,  т.е. 
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§  134.  Число  тс  можетъ  быть  вычислено  съ  какой  угодно 
точностью,  на  основаніи  слѣдующаго:  такъ  какъ  7:  постоян¬ 
но.  для  всѣхъ  окружностей,  то  достаточно  выбрать  одну 
окружность  и  найти  для  нея  ото  отношеніе.  Возьмемъ  окруж¬ 
ность,  радіусъ  которой  равенъ  единицѣ,  и  опредѣлимъ  отно¬ 
шеніе  этой  окружности  къ  діаметру.  Въ  такой  окружности 


е.  для  опредѣленіи  г.  должно  найти  половину 


предѣла,  къ  которому  приближаются  периметры  правильныхъ 
вписанныхъ  и  описанныхъ  около  этой  окружности  много¬ 
угольниковъ  съ  удвоеніемъ  числа  нхъ  сторонъ  иди  найти  пре¬ 
дѣлъ,  къ  которому  приближаются  половины  периметровъ  ска¬ 
занныхъ  многоугольниковъ  (§  131).  Поэтому  полуперныетръ 
всякаго  правильнаго  вписаннаго  въ  такую  окруяшость  много¬ 
угольника  представляетъ  приближенное  значеніе  -к,  меньшее 
его,  а  пол  у  периметръ  всякаго  правильнаго  описаннаго  много¬ 
угольника — приближенное  значеніе  г.,  большее  его. 

Если  вычислимъ,  начипаи  напр.  съ  правильнаго  вписан¬ 
наго  шестиугольника,  іюлупермметрн  правильныхъ  много¬ 
угольниковъ,  вписанныхъ  въ  окружность  радіуса  единицы  и 
имѣющихъ  С,  12,  24,  48,  90  и  т.  д.  сторонъ,  то  получимъ 
числа,  все  болѣе  и  болѣе  приближающіяся  къ  но  меньшія 
его. 


Если  же  вычислимъ  подупериыстры  правильныхъ  много¬ 
угольниковъ  о  6.  12,  24,  96  и  т.  д.  сторонахъ,  описан¬ 
ныхъ  около  окружности  радіуса  единицы,  то  получимъ  числа, 
все  болѣе  и  болѣе  приближающіяся  къ  к  и  большія  его. 

Такое  вычисленіе  можно  сдѣлать  такъ:  сторона  правильнаго 
вписаннаго  шестиугольника  о,  равна  радіусу  (§  116,  теор.  1), 

Р,. 

т.  е.  единицѣ,  и  слѣдовательно  полунеримстръ  -=  равенъ  3 


единицамъ.  Сторона  правильнаго  вписаннаго  12-ти  уголь¬ 
ника  а13  будетъ  ($;  115,  зад.  1):  а,,=У '  (2ѵ— /Іг'*  —  а*) 
пли  такъ  какъ  ав=1  и  г=1 .  то 

_ __  р 

аіі~-Ѵ  2 — Ѵ'’3і=0,517638 .  м  полупериметръ  -^-равенъ 

3,105828 . 

Подобнымъ  же  оброзомъ  по  сторонѣ  12-ти  угольника  опре¬ 
дѣлимъ  сторону  правильнаго  вписаннаго  24-хъ  угольника  и 
его  полупериметръ  и  т.  д. 


Г 
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оная  сторону  прав,  вписаннаго  6-ти,  12-ти  и  т.  д.  угольника, 
опредѣлимъ  стороны  опнеанпыхъ  одноименныхъ  многоуголь¬ 
никовъ  и  нхъ  полуперимстры  (§  114,  зад.  1).  Такт.,  напр. 
сторона  описаннаго  6-тя  угольника  опредѣлится  по  формулѣ: 


д  =  -Д 


У Ч 


или, такъ  каш.  ас=1  иг=1  ,Ав= 


У 


и  нолупериметръ 


Г, 

2 


о 

1,732000=1,154700.... 
=  ЗА0=3, 464100 . 


1_ 

Т 


Тактъ  образомъ  получимъ  слѣдующую  таблицу: 


Чкіио 

сторонъ 

Длим*  яолуаернявтрвю  мрааиль- 

■ых*  много  угод  ьмиком. . 

Виясдипие. 

Описанные. 

0 

3,000000 

3,464  1  00 

12 

3, 105828 

3,315388 

24 

3,132628 

3,159528 

4,4 

3,139350 

3,146088 

1)6 

8,141032 

3.142715 

192 

3,141453 

3,141873 

884 

3,141558 

3,141663 

768 

3,141584 

3, 14161(1 

1 536 

3,141591 

3,141597 

3072 

3,141592 

3,141594 

Число  я,  какъ  сказано,  заключается  между  ііо.іуисрішет- 
ражи  вписаннымъ  и  описаннымъ,  такъ  напр.  для  правиль¬ 
ныхъ  многоугольниковъ  о  96  сторонахъ  находимъ,  что 
п>  8,141032  и  -<  3,142715; 
откуда  заключаемъ,  что  г.  равняется  3,14  сь  точностью  0,01. 
Съ  такимъ  приближеніемъ  г.  было  опредѣлено  Архимедомъ, 
который  доказалъ,  что  оно  заключается  между  числами 

10  10  22 
3  +  —  =8,140....  и  3  +  ^  =  -у  =3,142 . 

Мецій  вычислилъ  х  съ  точностью  0,000001  и  нашилъ, 
355 

что  к  =  г-=  .  Это  выраженіе  к  удобно  запомнить,  потому 
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что  —  =  113:  355.  Значеніе  я  съ  10-тыо  точными  десятич¬ 


ными  знаками  есть 

тс=3,141 5926535 


0,3183098971.... 


§  135.  Теврема.  Длина  окружности  равна  произведенію 
двойною  радіуса  на  постоянное  число  в,  т.  е,  равна  2гсК. 

Док  аз.  По  опредѣленію — длина  окружности  есть  тотъ  един¬ 
ственный  предѣлъ,  къ  которому  стремятся  длины  перимет¬ 
ровъ  правильныхъ  вписанныхъ  пли  описанныхъ  окало  этой 
окружности  многоугольниковъ  съ  измѣненіемъ  числа  ихъ  сто¬ 
ронъ,  и  этотъ  предѣлъ  мы  означили  буквою  Ь  (§  126). 

По  §  133  =  в,  откуда  Б  —  2к К. 


Задача.  По  данной  длинѣ  Ь  окружности  опредѣлять 
радіусъ  ея  г. 


Гіыи.  Изъ  формулы  Ь  =  2  тг,  имѣемъ:  »•  =  ,  т.  е. 


радіусы  равенъ  произведенію  половины  длины  окружности 
1 

на  —  • 

ТГ 

§  136.  Тее |) еда.  Длина  дут  I  въ  п*  опредѣляется  по 
кгп 

формулѣ  I  =  1д0“  ‘ 

Доказ.  Такъ  какъ  длина  дуга  въ  90°  двинется  четверти 
Ь 

длины  всей  окружности,  т.  е.  ,  н  такт,  какъ  углы  отно¬ 
сятся  какъ  ихъ  дуга  (§  107),  то  имѣемъ  пропорцію: 

I :  —  =  п*  :  90',  откуда 
4 

но  1і=2*В,  слѣд. 

%гп 

~  І8()' 

Эта  формула  можетъ  служить  для  опредѣленія  одного  изъ 
трехъ  количествъ  I,  г,  п  но  двумъ  остальнымъ,  потому  что 
изъ  нея  имѣемъ: 
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180  I  180  I 

г  =  -  и  н  —  — — —  . 

Т.П  ЯГ 

Слѣдствіе,  Дуги  двухъ  какихъ  угодно  круговъ  налмв.  по¬ 
добными.  если  соотвѣтственные  имъ  центральные  углы  рав¬ 
ны  между  собою. 

Подобныя  дуги  про порціон алым  ихъ  радіусамъ.  Въ  са¬ 
момъ  дѣлѣ,  пусть  будутъ  I  и  1— двѣ  подобныя  дуги  радіу¬ 
совъ  г  и  г  соотвѣтствующія  углу  въ  Имѣемъ: 

■кгп  ,  тУп 

1=Ш  11  *  =  І80-’  откуяа 

2 _ г_. 

V  —  г'  ' 

§  137.  Теорема-  Мѣра  н-ющади  круга  решиі  произве¬ 
денію  квадрата  ]>адіуса  на  постоянное  число  т.,  м.  е. 
)нівна  кг*. 

Доказ.  Но  опредѣленію  площади  круга  (§  1321,  мѣра  этой 
площади  К=Ь .  *  ,  гдѣ  Ь—  длина  окружности.  Но,  но  тео¬ 
ремѣ  §  135  Ь  =  2пК,  слѣд.  К  =  кг*. 

(ІИіДСТВІе.  П.хощади  двух»  круговъ  относятся,  какъ  квад- 
рапыл  радіусовъ  гаги  как»  квадраты  діаметровъ  ятшъ 
круговъ.  Потому  что,  если  площади  круговъ  радіусовъ  г  н  г 
будутъ  К  и  К',  то  К  =  н  К*  =  кг“,  откуда 
К  г’  4 г’  _  (2 гУ_ 

К '  —  71  —  4 г'*  ~  (2/)* 

Задача-  Найти  радіусъ  круга  и  д.шшу  окружности, 
зная  гиощадъ  К  этою  круга. 

1'ѣш.  Изъ  формулы  К  =  *г*  имѣемъ  искомый  радіусъ 

г=  % 

оная  г,  опредѣлимъ  длину  окружности  по  формулѣ: 

Ь=2кг—  21/Ж. 

§  138.  Теореяа  1.  Площади,  круговыхъ  выргъзковъ  (секто¬ 
ров»)  въ  то. къ  же  кругѣ  и.ш  въ  равныхъ  кругахъ  относятся, 
какъ  соотвѣтствующія  имъ  дуги. 

Пусть  данъ  круп,  О  (чер.  226)  и  требуется  доказать,  что 
пл.  АОВ  ыАВ 
пл.  СОБ  —  оСБ' 


15Я  - 


д.ія  доказательства  должно  разсуждать  совершенно  такъ, 
какъ  при  доказательствѣ  пропорціональности 
центральныхъ  угловъ  дугамъ,  разсмотрѣвъ 
отдѣльно  два  случая,  когда  дуга  вырѣзковъ 
1)  соизмѣримы  и  2)  несоизмѣримы. 

Теорема  2-  Мѣра  плепиади  кругового  вы¬ 
рѣзки  (сектора)  равняется  длинѣ  его  дуги., 
помноженной  на  половину  }миНуса. 

(. (значимъ  радіусъ  круга  чрезъ  г  и  мѣрѵ 
ндощадв  сектора  ЛОВ  чрезъ  к:  требуется 


доказать,  что  А  =-  и  АВ.  0  ' 

Док аз.  Пусть  мѣра  площади  крута  есть  К,  длина  всей 
окружности— Ь.  Углу  прямому  соотвѣтствуетъ  длина  дуги 

—  и  секторъ,  мѣра  котораго  у.  Но  теоремѣ  1-ой  имѣемъ: 

*Л=илвА, 

но  К  =  та-2  (§  137)  и  ь=2пг  (§  135);  с.гѣдов. 

та-2  ...  те»' 

А  :  —  =  и  АВ  :  -г->  отіеуда 
4  з 

к=  у  АВ  . 

Слѣдствіе.  Вырѣзки  двухъ  какихъ  уі-одно  круговъ  наз- 
подобными,  если  ихъ  центральные  углы  равны  между  сооою. 

Площади  двухъ  подобныхъ  круговыхъ  вырѣзковъ  (секто¬ 
ровъ)  относятся  какъ  квадраты  радіусовъ.  Въ  самомъ  дѣлѣ, 
назвавъ  буквами  к,  а  и  г— мѣру  нлощадп  одного  выр-ѣіка, 
дугу  его  н  радіусъ  круга,  и  чрезъ  к',  а  и  г  —соотвѣтству¬ 
ющія  величины  подобнаго  первому  другаго  вырѣзка,  получимъ: 
,  аг  ,/ _ а  г 

к  =  ~2  1  —  т  ’  откуда 

к  _  аг  ш 

к'  аГР 

Но  длкны  подобныхъ  дугъ  а  и  а  относятся  какъ  радіусы 
(§  136,  слѣдствіе),  т.  е.  у  =  у  >  и  слѣдов. 

к  г * 

Т=/2* 
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Задача.  Но  данной  площади  вырѣзка  и  данному  радіусу 
опредѣлить  длину  дуги  его,  им  по  данной  площади  вы¬ 
рѣзка  и  данной  Алини,  душ  ею  найти  радіусъ. 

Рѣш.  Изъ  формулы  к  =  уАВ.  -у  (теор.  2)  имѣемъ: 


2  к 

АВ  =  — 


ЗА 

,АВ 


§  139.  Теорема.  Площадь  кругового  отрѣзка  (сегмента) 
измѣряется  произведеніемъ  половины  радіуса  на  разность 
между  его  дугою  и  половиною  хорды  двойной  душ. 

Означимъ  длину  дуга  АВ  (чер.  327)  окружности,  которой 
радіусъ  —  /-,  черезъ  а,  а  мѣру  площади  отрѣзка  ЛВМ  — 


черезъ  //.  Требуется  доказать,  что 

'■  ,  вв\ 

2  =  о  («  —  о 


Чер.  237. 


Джаз.  Площадь  отрѣзка  АВМ  есть  раз¬ 
ность  между  площадью  вырѣзка  АОВМ  и 
площадью  д  ЛОВ,  т.  е. 

у  —  п.і.  сект.  АОВМ  —  н.г.  ДАОВ. 

>•  О  А 

По  ты.  сект.  АОВМ  =  и.  у;  ил.  ДАОВ  =  .ВІ’  нри- 


ВВ'  г  ВВ' 

томъ  ОА=г  и  В1’  =  — ,  а  потому  и.і.  Д  АОВ=-у . -у . 

,-  /  ВВ'  /'  ВВ\ 

С.тЬд.  ч  =  а  .  2  —  у  ‘  2  “2  (а  2  ' 

Замѣчаніе.  Если  хорда  ВВ*  есть  сторона  одного  изъ  пра¬ 
вильныхъ  вписанныхъ  многоугольниковъ,  сторону  котораго 
можемъ  вычислить,  то  площадь  сегмента  опредѣлена;  въ 
противномъ  же  случаѣ,  вычисленіе  площади  сегмента  можетъ 
быть  выполнено  съ  помощью  тригонометрическихъ  таблицъ. 

$  140.  Теорема.  Кругъ,  пост^юенный  на  гипотенузѣ 
прямоугольнаго  треугольника,  равномѣренъ  суммѣ  круговъ, 
построенныхъ  на  катетахъ. 

Принявъ  стороны  прямоугольнаго  дАВС  (чер.  228)  ът 
діаметры,  (/пишемъ  круги  н.  означивъ 
мѣру  площадей  описанныхъ  круговъ 

на  АВ,  АС,  ВС  соотвѣтственно  бук¬ 
вами  Ц,  1’,  1!,  докажемъ,  что  4=1* -}-В. 

Дошз.  Изъ  прямоугольнаго  треуголь¬ 
ника  АВС  имѣемъ: 

Л  В2 — А  С2  -Ь ВС* 


Чер .  228. 


или,  помножая  на  ,  получимъ: 


нля  —  Р  "Г  В- 

Слѣдствіе.  И*ъ  доказанной  теоремы  слѣдуетъ,  что  мѣра 
площади  полукруга  АМ(ЖВ  меняется  суммѣ  мѣръ  полукру¬ 
говъ  АКС  и  СЬВ.  Отнявъ  отъ  обѣихъ  частой  равенства 
сумму  сегментовъ  АМС  и  СКВ,  получимъ,  что 
д  А  СВ  =  пл.  АКСМ  пл.  СЬВХ. 

Части  АКСМ  и  СВВК  называются  Гипокрамовыми  лу¬ 
ночками  (Іипиіае  Нірросгаііз),  н  слѣд.  сумма  двухъ  Гююх- 
ратовыхъ  луночекъ,  соотвѣтствующихъ  двумъ  катетамъ 
прямоугольнаго  треугольника ,  равна  площади  э-тою  тре- 
у  іо  люта. 


Геометрія  въ  пространствѣ. 


ОТДѢЛЪ  І2С- 

ІШіімыое  ижшмсеніг  прямыхъ  въ  припщмшешшл. 


ІІиипым  иерееѣшаимціиея  "  н«|*а.».«  ..ьнь.я 

Э  ,■«.,'»•  двуѵь  прямых'»*  »«'»*  н|нм--г|»і»п<.*'»'«  »*• 

§  141.  Двѣ  прямыя  въ  пространствѣ,  имѣющія  одну  •«.- 
1Цую  точку,  пазыв.  иуюсиммщимнся  прямыми. 

Чрезъ  такія  днѣ  прямыя  можно  всегда  провелъ  толью»  одну 
плоскость,  потому  что  положеніе  двухъ  пересѣкающихся  при- 
мыхъ  опредѣляется  точкою  нхъ  пересѣченія  и  двумя  ьйьимк 
„„будь  точками,  взятыми  на  нихъ,  а  чрезъ  три  точи»  о 
.ежащія  на  одной  прямой,  можно  провеять  только  иди?  но¬ 
скость  (§  18).  Поэтому  пересѣкающіяся  прямыя  называю*.  л. 
і еж аиш мн  въ  одной  плоскости. 

'  Если  же  двѣ  прямыя  въ  пространствѣ  на  всемъ  сносит- 
продолженіи  по  имѣютъ  общей  точки,  то  онѣ  мот ь  или 
і сжать  въ  одной  плоскости  и  тогда  тяни  прямыя  пазив, 
параллельными;  или  же  ие  лежать  въ  одной  плоскости  і 
тогда  онѣ  называются  непе-ресѣкяющюшеяи  ненара.шлышми 
прямыми,  лежащими  я?,  равныхъ  плосшюпнхъ,  или,  просто. 
прямыми,  лежащими  въ  разныхъ  п.шскосшпхъ. 

Итакъ,  параллельными  прямыми  въ  щюстраншон.  тзы- 
еаюшея  прямыя,  которыя  находятся  въ  одной  плоскости  и 
нигдѣ  ие  встрѣчаются . 

4  1 42.  Теорем*  I  Увел-  »»«*  можио  "1>°в«шь  Ш"ЛШ> 

одну  прямую,  нара.иельную  данной  прямой.  ^ 


162 


Пусть  въ  пространствѣ  даны  точка  А  и  прямая  ВС;  тре¬ 
буется  доказать,  что  чрезъ  эту  точку  А  можно  про  весть 
только  одну  прямую,  параллельную  прямой  ВС. 

Доказ.  Изъ  опредѣленія  параллельныхъ  лмиій  слѣдуетъ, 
что  искомая  прямая,  проходя  чрезъ  данную  точку  А,  должна 
лежать  въ  одной  плоскости  съ  данной  прямой  ВС.  Но  чрезъ 
всякую  прямую  ВС  и  точку  А  можно  нроиестн  только  одну 
плоскость  (§  18),  а  чрезъ  точку  А  на  плоскости  можно  про¬ 
вести  только  одпу  прямую,  параллельную  прямой  ВС  (§  43. 
теор.  2,  слѣд.  1),  поэтому  и  въ  пространствѣ  чрезъ  точку 
А  можно  провесть  только  одпу  прямую,  параллельную  дан¬ 
ной  прямой  ВС. 

Теорема  2-  Двѣ  прямыя  ві>  пространствѣ,  параллельныя 
третьей  прямой,  параллельны  между  собою  (чер.  229). 

Пусть  три  прямыя  АВ,  СО  и  ЕС  не  лежатъ  въ  одной 
плоскости,  такъ  какъ  для  того  случая, 
когда  всѣ  три  прямыя  лежатъ  въ  одной 
плоскости,  теорема  уже  была  дока- 
зап§  (§  43,  теор.  2,  слѣд.  2)  и  дано 
С1)  I!  АВ  н  ЕЕ  Іі  АВ;  требуется  дока¬ 
зать,  что  СВ  [I  ЕР. 

Дока».  Но  условію  СВ  ||  АВ  и  слѣд. 
эти  двѣ  прямыя  лежать  въ  нѣкоторой 
плоскости  Р(^;  прямая  жо  ЕР  лежатъ 
внѣ  этой  плоскости.  Чтобы  доказать, 
что  СВ  ||  ЕР,  нужно  доказать,  во  пер¬ 
выхъ,  что  СВ  и  ЕР  лежатъ  въ  одной 
плоскости  и  во  вторыхъ,  что  онѣ  не 
могутъ  встрѣтиться. 

Предположимъ,  что  СІ)  и  ЕР  не 
лежатъ  въ  одной  плоскости  и  прове¬ 
демъ  чрезъ  прямую  ЕР  п  какую  инбудь 
точку  х  прямой  СВ  плоскость  МИ.  Прямая  АВ  не  можетъ 
■встрѣтить  эту  плоскость  МК,  потому  что  по  условію  АВ  II  ЕР 
и  езѣдов.  АВ  находится  въ  одной  плоскости  съ  ЕР  п  могла 
■бы  встрѣтить  плоскость  МЫ  только  на  прямой  ЕР.  что  не¬ 
возможно,  такъ  какъ  АВ  «  ЕР,  по  условію,  параллельны. 
Плоскость  МЛ  пересѣчетъ  плоскость  І’С^  въ  пѣкоторой  пря¬ 
мой  у»,  проходящей  чрезъ  точку  х.  Эта  пряма»  у.:  будетъ 
параллельна  АВ,  потому  что  АВ  и  уз  находятся  въ  той-же 
плоскости  Р<3  п  не  могутъ  встрѣтиться,  такъ  какъ  прямая 
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АВ  не  можетъ  встрѣтиться  съ  плоскостью  МК.  1.  обр.  если 
предположимъ,  что  СВ  н  ЕЕ  не  лежатъ  въ  одной  плоскости, 
то  чрезъ  точкѵ  х  будутъ  проходить  двѣ  прямыя  СВ  и  уз  па¬ 
раллельныя  АВ,  что  противно  предыдущей  теоремѣ,  слѣдов. 
сдѣланное  предположеніе  не  вѣрно,  а  потому  прямыя  Сі>  н 
ЕЕ  лежатъ  въ  одной  плоскости. 

Если  предположимъ,  что  прямыя  СВ  п  ЕЕ,  находясь  въ 
одной  плоскости,  пересѣкутся  въ  какой  ннбудь  точкѣ,  то 
черезъ  эту  точку  будутъ  проведены  двѣ  прямыя,  параллель¬ 
ныя  АВ.  что  опять  противно  предыдущей  теоремѣ.  Итакъ 
прямыя  СВ  н  ЕЕ  находятся  въ  одной  плоскости  н  нигдѣ  не 
встрѣчаются,  слѣдов.  омѣ  параллельны,  что  и  требовалось 
доказать. 

§  143.  Теорема.  Два  угла  со  сторонами  параллельными, 
равны,  если  опа  однородны,  а  сын  разнородны,  то  состав¬ 
ляютъ  вмѣстѣ  '2сІ. 

Пусть  ^СВН  (чср.  230)  лежитъ  на  плоскости  МК,  а 
однородный  съ  нимъ  другой  Д  1ЕК 
иа  плоскости  І'Ч,  и  дапо  ВС  (|  КІ 
к  ВИ  II  ЕК:  требуется  доказать, 
что  /  СВН—  /  ІЕК. 

Доказ.  Отложимъ  отъ  вершинъ 
па  сторонахъ  ВО  и  Ы  равным 
части  АВ  н  ВЕ,  и  также  на  сто¬ 
ронахъ  ВН  н  ЕК  равныя  части  ВС 
іі  ЕЕ;  затѣмъ  соединимъ  прямыми 
точки  В  съ  Е,  А  съ  В  и  С  съ  і . 

"Гакъ  какъ  ВЫ  ||  ЕК,  то  четы  ре  - 
угольникъ  ВС ЕЕ  лежитъ  въ  плос- 
кости:  сверхъ  того  изъ  іжвепства 
и  параллельности  ВС  «  ЕЕ  слѣдуетъ,  что  оиъ  есть  парал¬ 
лелограммъ  (§  58,  теор.  3),  а  потому  ВЕ  равна  и  парал- 
іельиа  СЕ.  Подобнымъ  образомъ  докажемъ,  что  ЕЕ  равпа 
и  параллельна  АВ.  Далѣе,  АВ  ||  СЕ  (Я  142,  теор.  2)  и 
(акс.  1).  Изъ  равенства  и  параллельности  прямыхъ 
АВ  и  СЕ  легко  доказать  по  пред  виду  щему  равенство  и  па¬ 
раллельность  АС  и  В  Е.  Если  же  АВ=СВ,  ВС=Е1'  и  А(  — 
—  ВЕ.  то  д АВС  —  ДВЕЕ  (§  53,  теор.  1)  и  слѣдоват. 

/СВН=/ІЕК. 

ІІамЬчаиІГ  Если  разсмотрѣнные  углы  АВС  и  ЬЕі 


Чер.  230. 


а* 


(черт.  231)  обращены  своими  іггверстіиии  въ  разныя  сторо¬ 
ны,  то  стоитъ  голый»  продолжить  сто¬ 
роны  І)Н  и  КГ  одного  изъ  а  тихъ  уг- 
довъ  ПК  К,  чтобы  образовать  вертикаль¬ 
ный  ему  уголъ  хѴ.Ц  и  затѣмъ  повторить 
тоже  разсужденіе  надъ  угламкАВС  и  хКу. 

Пусть  ^ОВН  (чер.  232)  лежитъ  на 
плоскости  МХ,  а  ртзнородаый  съ  и  имъ 
другой  уголъ  ІКК  на  плоскости  14,),  м 
дано,  что  В(«  I)  ІК  и  11Н  |]  КК;  тре¬ 
буется  докапать,  что 

^  01Ш4-  і_  1ЕК=2<1. 


Чер.  181. 


Чер.  233. 


Дотз.  Продолжимъ  етщюну  КК  и 
получимъ,  что  /  1Кл:-Г  ді  1ЕК=2(/:  по 
/_  ІКа-  и  /1  ОГШ  однородны  и  имѣютъ 
соотвѣтственно  параллельныя  стороны, 
ха  потому,  по  предыдущему,  ^ІК*  = 
=  /і  6ВН;  елѣд.  ^(ІПІІ-І-  /  ІЕК=2<Г 
(акс.  7). 

§  144.  Двѣ  ііепероеѣкмющіяпі  и  пена- 
ртллельныя  прямыя  въ  пространствѣ  не 
составляютъ  никакого  прямолинейнаго 
угла  (§  141),  но  чтобы  опредѣлять  взаимное  положеніе  та¬ 
кихъ  пряныхъ  въ  пространствѣ  условились  угломъ  <кцхъ  не- 
пересіькающнхся  и  непараллельныхъ  прямыхъ  называть  мсиъ- 
мі-й  ихъ  смежныхъ  уймъ,  составляемых:  прямыми,  прове¬ 
денными  юъ  какой  нибудъ  мочки  пространства  нщнилехъ- 
но  двумъ  даннымъ  прямымъ. 

Такой  уголъ  для  даннаго  положеніи  двухъ  нснерссѣкаю- 
щихся  и  нена]міллельиыхъ  прямыхъ  АВ  п  СВ  (черт.  233) 
есть  величина  постоянная,  потому 
что  если  возьмемъ  гдѣ  угодно  нѣ- 

Ні  сколько  точекъ  О,  О',  О" .  въ 

-И  пространствѣ  и  проведемъ  чрезъ 
нихъ  прямыя  аЬ  и  С(1,  а'/У  и  с  а', 

а"Ь"  и  с'іі" , .  параллельныя 

'  двумъ  даннымъ  прямымъ,  то  иай- 
демъ,  что  при  всѣхъ  этихъ  точ¬ 
кахъ  О,  О',  О" .  образуются 

угли  со  стороиами,  соотвѣтственно  параллельными  между 
гобою  (§  142,  теор.  2)  и  притомъ  ]іавпые  ($  143). 


Чер.  283. 


Такъ  какъ  точка,  чрезъ  которую  проводить  прямыя,  па- 
пенсресѣкающимся  н  „епнра.иельны*ъ  прямымъ 
Гкётъ  “  ть  гдѣ  угодно  взята,  то  ее  можно  взять  на  одной 
иГдТннихъ  прямыхъ  н  тогда  „иол»  нежрее*™»- 

щился  и  непири.ш.гьны.ѵг  прямых:  будем*  ™ 

смежных:  ушвь,  которые  составят,  сем  мре» 

НПО  удъ  точку  одной  ихъ  данных:  прямых-,  проведемъ  пря 
мую,  параллельную  друюіі  данчон  прямой. 


О ТД-^ЛЪ  зс 

Шпимиое  положеніе  ирамы.,-,,  и  плжнжшеі,  въ  про- 
гіп/мінеінвпп 

Пряныя  исри«*.|дмм:*.|яр..ыя,  ипкляни...»  л 

иараллельныи  к»,  я.нниоети 

я  14Г,.  Если  прямая  не  лежитъ  па  плоскости  то  она 
можетъ  и  іи  пересѣкать  плоскость  или  не  нересѣьагь  се, 
Пъ  бы  ни  била  далеко  продолжена.  Прямая,  встрѣчающая 
плоскость,  можетъ  быть  или  пернендшху.іярна  къ  ней  или 

Н<1'‘Іігрмііднкулярною  прямою  пли  мрпемдирцл яромъ  къ  плос¬ 
кости  пазы  и”  прямая,  перпендикулярная  ко  всякой  прямой 
иГденмой  на  этой  плоскости.  Всякая  другая  прямая,  пе 
сказашшму  условію  и  пересѣкающая  плос- 
і'-ость  называется  наялонною  къ  этой  плоскости. 

*  Точка  пересѣченія  нрнмой  егь  плоскостью  наши,  оенма- 

“Тіртём!  кіторая  при  всемъ  своемъ  продолжен!»  пе  нере- 
сѣкастъ  плоскоіь.  называется  прямою,  параллельно*  этой 

П./ЛС/.ОС»».  Прямая,  мрнендиху.ълрнап  к:  двум; 

неісс^іТя  прлшыъі,  .катимъ  на  илошкши,  пер- 

ыриііііе  п  /ЛОНО  ШОІІ  НАОСКОСМП. 

'  (аікк  что  прямая  АІ>  (чер.  234)  перпендикулярна  къ  двумъ 
„еіЙкающиІся  прямымъ  КІ,  и  КГ. 

гости  МН:  требуется  доказать,  что  прямая  А1  о^доыіер 
пеидукуляриа  къ  плоскости  МН.  т.  е.  будетъ  иернендпку- 
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дярна  ко  веткой  третьей  прямой  (4Н,  ироведенпой  гдѣ  нн- 
будь  на  этой  плоскости. 

Чар.  234. 


А 


Доказ.  Чрезъ  основаніе  Р  прямой  АР  на  плоскости  МХ 
параллельно  прямымъ  КЪ,  КК  я  Гг  11  проведенъ  прямыя  И , 
г{  и  ук.  Но  §  1 44  прямая  АР  перпендикулярна  къ  прямимъ 
кі  и  и  съ  прямою  ук  составляетъ  утлъ,  вы|»жающій 
взаимное  положеніе  прямыхъ  АР  и  (Ш;  поэтому  для  дока¬ 
зательства  перпендикулярности  прямыхъ  АР  и  <»1І  должно 
доказать  перпендикулярность  прямой  АР  кт.  прямой  ук.  Дли 
итого  чрезъ  какую  пнбудь  точку  г  прямой  IV/  проведенъ 
прямую  ру  такъ,  чтобы  часть  ся  ту,  лежащая  внутри  угла 
/Р/',  въ  х  дѣлилась  бы  пополамъ  ($  86,  задача  5).  Затѣмъ, 
соединивъ  точки  х,  у  н  з  <.“ь  какою  пнбудь  точкою  V  перпен¬ 
дикуляра  АР,  получимъ  т])еугольники  Уху  и  Р ху,  изъ  к<ь- 
которыхъ  имѣемъ  (§  91,  теор.  I): 

Ѵж*  -4-  ѴУ  =  2  Ѵл*  Д-Іхі*  и 

Рж*  +  1У  =  2Рд*+2ам* 

Вычитая  второе  равенство  и.ть  перваго,  будемъ  имѣть: 

ѴѴ — IV  4-  У  у* —  іу =2\Ѵ — 2ІѴ,  откуда 

УР*— ’ УФ— Рл*  пт  ѴР-+Рл*=Ѵяг*. 

Послѣднее  равенство  показываетъ,  что  Д  ѴРл  прямоуголь- 


11ЫЙ  (3  90,  замѣчаніе),  въ  которомъ  ѴР  -  I1-  еуп 
слѣдовательно  АР  перпендикулярна  къ  у  к,  а  потому  • 

Теорема  Твс^^епдшуляры  кг  прямой,  -~ 

«*«  ип,  какой  ішбудъ  ея  точки,  лежат*  о г,  одной  то 

Дапо,  что  изъ  точки  С  прямой  АВ  (чер.  23-0  *°ЯС!^ 
лево  къ  этой  прямой  нѣсколько  перпендикуляровъ  СМ,  С  л, 
СГР...  и  т.  д.;  требуется  доказать,  что 
плоскость  Ч>К,  проходящая  чревъ  два 
и:гь  этихъ  перпендикуляровъ,  наприм. 

ОМ  и  СХ,  пройдетъ  и  чрезъ  всякій 
третій  перпендикуляръ  СР,  т.  е.  что  всѣ 
перпендикуляры .  возстали/: и пые  ивъ  точ¬ 
ки  С  къ  прямой  АВ,  лежать  въ  плоско¬ 
сти  ок. 

Дохал.  Предположимъ,  что  плоскость 
дК  не  пройдетъ  чрезъ  т|мггій  перпен¬ 
дикуляръ  СР.  Проведемъ  чрезъ  пря¬ 
мую  АВ  н  этотъ  перпендикуляръ  СЛ 
другую  плоскость  «Г,  которая  перо- 
і-ѣче.тъ  плоскость  дК  по  нѣкоторой  прямой  С1  .  Иа  осно 
щшін  предыдущей  теоремы  прямая  АВ  будетъ  перпендику¬ 
лярна  ь-1  прямой  СР'  «  такимъ  образомъ  получимъ,  что  въ 
одной  плоскости  8Т  въ  прямой  АВ  изъ  одной  точки  С  воз- 

,™лс»  ли  шгттгт  СР  »  СР\  что 

35  теор.  1).  С.гѣдов.  третій  перпендикуляръ  С1  іакж. 
долженъ  лежать  въ  одной  плоскости  дК  съ  перпендиву.м- 

',П  З*  147.  Теи  рема  I.  Изъ  точки,  взимай  па  шосжости, 
можно  возставить  кг  этой  плоскости,  только  окинь  перпен¬ 
дикуляр*. 

Пусть  ИЗЪ  точки  А  (чер.  236)  плоско- 
стя  МХ  возставленъ  перпендикуляр  АВ 
въ  этой  плоскости;  докажемъ,  что  дру¬ 
гаго  перпендикуляра  кт.  плоскости  МХ 
„3*  той  же  точки  А  возставитъ  нельзя. 

Доти.  Предположимъ,  что  можно  изъ 
точки  А  возставить  къ  плоскости 
другой  перпендикуляръ  АС.  Проведемъ 
черезъ  эти  оба  перпендикуляра  плоскость. 


Чер.  235. 
А 
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Чер.  387 


которая  пересѣчетъ  данную  плоскость  по  нѣкоторой  пря¬ 
мой  ЛО.  Прямыя  АВ  и  АС  перпендикулярны  къ  линіи 
АП  145)  и  лгать  сі.  ней  въ  одной  плоскости  ВАЛ. 
что  невозможно  (§  35,  теор.  1),  елѣдов.  двухъ  перпендику¬ 
ляровъ  гь  плоскости  изъ  точки,  взятой  на  этой  плоскости 
возставить  нельзя. 

Теорема  ‘2.  Черезъ  точку,  взятую  на  прямой  можно 
провеет  только  одну  нл'ккость,  перпендикулярную  къ 
этой  прямой. 

Проведена  плоскость  МХ  (чер.  237).  перпендикулярная  къ 
прямой  АВ  черезъ  ея  точку  С.  Тре¬ 
буется  доказать,  что  чрезъ  ту  же  точ¬ 
ку  С  прямой  АВ  нельзя  провесть  дру¬ 
гую  плоскость,  перпендикулярную  къ 
той  же  прямой  АВ. 

Доказ.  Пдюдположнмъ,  что  чрезъ 
точку  С  прямой  АВ,  кролѣ  перпен¬ 
дикулярной  плоскости  МХ,  можно 
провести  другую  плоскость  1*у,  так¬ 
же  перпендикулярную  къ  А  В.  Про¬ 
ведемъ  чрезъ  прямую  АВ  третью 
плоскость  8К;  зга  плоскость  пере¬ 
сѣчетъ  плоскость  МХ  но  прямой  СХ, 
а  плоскость  1\>  но  прямой  СѴ.  'Гакъ  какъ  прямая  АВ  пер¬ 
пендикулярна  съ  плоскости  МХ,  то  опа  перпендикулярна  и 
къ  прямой  СХ  (§  145).  Но  предположенію  прямая  АВ  пер¬ 
пендикулярна  также  къ  плоскости  Р(^,  елѣд.  АВ  перпенди- 
ку.гярна  и  къ  прямой  СѴ.  Т.  обр.  мы  имѣемъ  въ  одной 
плоскости  N1''  два  перпендикуляра  СХ  н  СѴ  къ  прямой  АВ 
изъ  одной  точки  е.я  С,  что  невозможно  (§  35,  теор.  1). 
Слѣд.  черезъ  точку  прямой  АВ  нельзя  провести  болѣе  одной 
плоскости,  перпендикулярной  въ  «той  прямой. 

§  148.  Теорема  1.  Изъ  точки,  лежащей  а  ни,  плоскости. 

можно  на  эту  плоскость  опустишь  толь¬ 
ко  одинъ  перпендикуляръ. 

Пусть  изъ  точки  А  (чер.  238),  лежащей 
внѣ  плоскости  МХ,  опущенъ  перпендикуляръ 
АВ  па  плоскость  МХ:  требуется  доказать, 
что  изъ  той  же  точки  А  иа  эту  плоскость 
нельзя  опустить  другой  перпендикуляръ. 
Долги.  Предположимъ,  что  изъ  точки  А, 


Чер.  язь 
л 


} 
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кромѣ  перпендикуляра  АВ,  можно  опустить  на  плоскость 
МХ  другой  перпендикуляр  АС  и  пуеть  С  есть  точка  перс- 
•сѣченія  его  съ  плоскостью  МХ.  Соединим  !,  прямою  ВС  осно¬ 
ванія  В  и  С  двухъ  перпендикуляровъ  АВ  и  АС  и  замѣтимъ, 
что  зта  прямая' ВС  будетъ  лежать  на  плоскости  МХ  (§  1». 
геор.).  Тогда  прямыя  А  В  и  АС  будутъ  перпендикулярны 
къ  прямой  ВС  (§145),  и  г.  обр.  въ  ДАВС  получимъ  два 
прямыхъ  угла,  что  невозможно.  Слѣдон.  изъ  точки  внѣ  плос¬ 
кости  можно  па  ату  плоскость  опустить  только  одинъ  пер¬ 
пендикуляръ. 

Теорема  2,  Чрезъ  точку,  лежащую  внѣ  прямой,  можно 
провести  только  одну  п.юасосѵгъ,  перпендикулярную  къ  этой 
прямой. 

Черезъ  точку  С  (чер.  239)  проведена  плоскость  мм 
перпендикулярно  гь  дайной  прямой  АВ.  Докажемъ,  что  мере  гь 
ту  же  точку  С  пельзя  провести  дру¬ 
гую  плоскость,  перпендикулярную  гь 
А  В. 

Доксы.  Предположимъ,  что  чрезъ 
гочіеу  С  можно  лровесть  другу)»1 
плоскость  1\!.  перпендикулярную  въ 
той-же  прямой  АВ.  Черезъ  прямую 
\В  и  точку  С  проведемъ  третью 
плоскость  8  К  и  пусть  эта  плоскость 
пересѣчетъ  плоскость  МХ  по  прямой 
СХ,  а  плоскость  Ву  по  прямой  СѴ. 

Такъ  сакъ  пряма*  АВ  перпендику¬ 
лярна  къ  плоскости  МХ.  то  она  перпендикулярна  гь  СХ 
.<§  145),  н  такъ  какъ  АВ,  но  предположенію,  перпендику¬ 
лярна  гь  плоскости  І’і),  то  она  будетъ  перпендикулярна  и 
къ  СѴ.  Т.  обр.  получили  изъ  точки  С.  лежащей  внѣ  прямой 
АВ,  на  эту  прямую  дм  перпендикуляра  СХ  и  СѴ,  что  не¬ 
возможно  (§  30).  С.гѣдов.  черезъ  точку  внѣ  прямой  можно 
провести  только  одну  плоскость,  перпендикулярную  къ  этой 
прямой. 

§  149.  Длиною  перпендикуляра,  опущеннаго  изъ  далией 
точки  на  плоскость,  называется  та  часть  перпендикулярной 
прямой,  которая  заключается  между  этою  точкою  п  плоско¬ 
стью. 

Длиною  наклонной,  походящей  чрезъ  диппую  точку  внѣ 
плоскости,  называется  часть  наклонной,  заключающаяся  между 
ОТОЙ  ТОЧКОЙ  и  плоскостью. 


1Т0  — 
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Лроложеніемт,  (проекціей)  точки  на  данную  плоскость 
назыв.  основаніе  нерпендикуляра,  опу¬ 
щеннаго  изъ  этой  точки  на  данную  плос¬ 
кость.  Напр.  проэкція  точки  Л  есть  Р 
(чер.  240). 

ЛрсАОжеиіл  (проекція)  прямой  опре¬ 
дѣленной  длины  на  данную  плоскость 
есть  прямая,  соединяющая  основанія  пер¬ 
пендикуляровъ  ,  опущенныхъ  изъ  концовъ 
данной  прямой  на  данную  плоскость, 
прямой  АВ  на  плоскость  МК  есть  Р1^. 


и \ 


Чер.  2*1. 


Напр.  продолженіе  „г - 

Изъ  этого  слѣдуетъ ,  что  продолженіе  длипы  наклонной,  про¬ 
веденной  ко.  данной  точки  къ  плоскости,  есть  разстояніе 
отъ  основанія  наклонной  до  основанія  перпендикуляра,  опу- 
щеннаго  изъ  данной  точки  на  эту  плоскость.  Напр.  нроло- 
женіе  наклонной  АВ  на  плоскость  МК  есть  ВР  (чер.  241). 

Проложены  пер пе-нЛ в куляра  къ  шос- 
ксусти  на  эту  плоек» *сть  есть  осно¬ 
ваніе  этого  перпендикуляра.  Нанрвм. 
точка  Р  есть  проложепіе  перпендику¬ 
ляра  СИ. 

Ироложеміе  прямой  пеоиредѵ.ленпой 
длины  на  данную  плоскость  есть  также 
неопредѣленной  длины  прямая,  прохо¬ 
дящая  черезъ  основаніи  двухъ  периеп- 
опущениыхъ  ниъ  какихъ  нибудь  двухъ  точекъ 


дикуляровъ 

данной  прямой  на  эту  плоскость. 

!;  1  Г> 0 .  Теорема.  Перпендикуляръ,  опущенный  шъ  точ¬ 
ки  на  плоскость,  короче,  наклонной,  проведение ил  том- 
жс  точки  къ  этой  плоскости. 

Пусть  изъ  точки  А  (чер.  242)  опущенъ  на  плоскость  МК 
перпендикуляръ  АВ  и  съ  этой  же  плоскос¬ 
ти  проведена  наклонная  АС.  Требуется 
доказать,  что  АВ  <  АС. 

Доказ.  Сое  ди  пивъ  точки  ВнС  прямою  ВС. 
получимъ  прямоугольный  треугольникъ  АВС. 
въ  которомъ  катетъ  АВ  менѣе  гипотенузы 
АС,  н  слѣдов.  перпендикуляръ  АВ  короче 
наклонной  АС. 


Чер.  242. 


Слѣдствіе.  На  основаніи  этой  теоремы  длина  перпенди¬ 
куляра.  опущеннаго  изъ  точки  па  плоскость,  есть  крат- 
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чайте е  разстояніе  этой  точки  отъ  плоскости,  а  потому 
разстояніемъ  точки  отъ  плоскости  называется  длина  пер¬ 
пендикуляра,  опущеннаго  изъ  этой  точки  па  плоскость. 

§  151.  Теорема  !•  Если  изъ  какой  нибудь  точки  прямой, 
перпендикулярной  съ  плоскости,  проведемъ  наклонныя,  то 

1)  наклонныя  съ  равными  нроложеніями  равны  и 

2)  наклонная,  проложеміе  которой  болоте,  длиннѣе. 

Доказ.  Пусть  изъ  точки  С  (чер.  243),  взятой  па  перпен¬ 
дикулярѣ  АВ  къ  плоскости  МК,  прове¬ 
дены  наклонныя  СС,  СВ  н  СЮ  къ  этой 
плоскости. 

1)  Коли  ВЮ=ВС.  то  СЮ  — СО,  что 
слѣдуетъ  изъ  равенства  прямоугольныхъ 
дВСЮ  и  д  все.  имѣющихъ  по  два  рав¬ 
ныхъ  катета  (§  53,  теор.  2,  слѣдствіе). 

2)  Кед  и  ВІ'>В1>,  то  СР  >  СЮ,  что 
легко  обнаружить  слѣдующимъ  образомъ: 

ВК  >  ВІ),  и  слѣд.  ВР“>  ВІ>*  или  СР2— 

—ВС4  >  СЮ*— ВС*  (§  89,  теор.  1,  слѣд.  2),  откуда  СК  >  СЮ. 

Теорема  2,  обр.  Коли  изъ  какой  нибудь  точки  прямой, 
перпендикулярной  къ  плоскости  проведемъ  наклонныя,  то 

1)  наклонныя  равной  длины  имѣютъ  равныя  положенія, 

2)  наклонная,  которая  длиннѣе,  имѣетъ  большее  проло- 
женіе. 

Доказ.  Пусть  изъ  точки  А  перпендикуляра  АВ  къ  плос¬ 
кости  ММ  проведены  наклонныя  СЮ ,  С6  н  СР  къ  этой  плос¬ 
кости. 

1)  Если  СІ)  =  СО,  тогда  изъ  равенства  прямоугольныхъ 
треугольниковъ  СВЮ  и  СВО  (.4?  53,  теор.  3,  слѣдствіе)  сл*Ь— 
дуетъ,  что  ВЮ— Ве. 

’  о)  Если  СР  >  СЮ,  то  ВР  >  ВЮ.  Въ  самомъ  дѣдѣ,  если 
СР  >  СЮ,  то  СР*  >  СЮ*  или  ВС’+ВР*  >  ВС*+ВЮ*  ($  89, 
теор.  I,  слѣд.  1),  откуда  ВР  >  ВІ). 

§  152.  Теорема  1.  Если  двѣ  прямыя  параллельны  и  од¬ 
ин  изъ  нихъ  перпендикулярна  г а  данной  плоскости,  то  и 
другая  прямая  также  перпендикулярна  къ  той  плоскости. 

Дано,  что  АВ  ||  СЮ  п  АВхМК  (чер.  244).  Требуется  до¬ 
казать,  что  СЮіМК. 

Доказ.  Проведемъ  черезъ  АВ  и  СЮ  плоскость,  которая  пе¬ 
ресѣчетъ  данную  плоскость  но  прямой  ВЮ.  Прямая  АВ  пер¬ 
пендикулярна  съ  ВТ)  (§  145),  а  такъ  какъ  СЮ  параллельна  АВ, 


Чер.  2*3. 
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то  н  СІ)  перпендикулярна  къ  В  В  (§  48,  теор.  2).  На  плоскости 
МХ  черезъ  точку  В  пересѣченія  ея  съ  прямой  СІ)  проведемъ 
прямую  К  К  перпендикулярно  къ  ГН)  к  докажемъ,  что  СІ) 
перпендикулярна  не  только  къ  ІИ),  по  и  къ  КГ,  а  с.іѣд.  пер¬ 
пендикулярна  и  къ  плоскости  ММ  (5;  140,  теор.  11.  Для  этого 
ОТЪ  ТОЧКИ  I)  на  прямой  КГ  отложимъ  въ  обѣ  стороны  произ¬ 
вольныя  равныя  часта  \Ух—\)у  и  точки  х  п  і/  соединимъ 
съ  точкою  И  и  съ  какою  иибудь  точкою  '/.  перпендикуляра 
АВ.  Прямым  Вя  и  Ну  равны.  какъ  наклонныя  съ  рявнимн 
приложенія»!  (Й  88,  теор.  1);  изъ  равенства  же  Кг  н  В у 
слѣдуетъ,  что  У.х—'Ау  также  какъ  наклонныя  съ  равными 
проложеяіямн  (§  151.  теор.  I),  а  потому  точка  А  равно¬ 
удалена  отъ  точекъ  х  п  у  прямой  ту  п 
слѣдовательно  она  принадлежитъ  пер¬ 
пендикуляру,  проведенному  чревъ  сѣ¬ 
дину  Т)  прямой  щ  (§35,  слѣд.),  т.  с. 
УЛ)  перпендикулярна  къ  ЕР.  Итакъ  ЕГ, 
будучи  перпендикулярна  къ  І»1)  и  / 1), 
перпендикулярна  и  къ  плоскости,  про¬ 
ходящей  черезъ  прямыя  А  В  и  СІ.)  (§  14Г>, 
тсо]і.  1):  если  же  КГ  перпендикулярна 
къ  этой  плоскости,  со  она  псрвоидв 
«ударна  и  къ  прямой  СВ  (§  145).  Т.  обр.  пряная  СВ  пер¬ 
пендикулярна  въ  двумъ  прямымъ  1ІІ)  и  КГ,  и  слѣдователь¬ 
но  иернендикулярпа  къ  плоскости  ММ  (§  14П.  теор.  I). 

Теорема  2,  обр.  Двѣ  прямыя,  перпендикулярныя  «  плос¬ 
кости,  парсижішы  между  собою. 

Дано,  что  АВ  и  СІ)  перпендикулярны  къ  плоскости  МХ 
(чер.  245):  требуется  доказать,  что  АВ  ||  СВ. 


Чер.  244. 


Мер.  245 . 

Л  У 


Доказ.  Положимъ,  что  прямая  СВ  не 
параллельна  прямой  АВ;  тогда  черезъ 
точку  В  проведемъ  прямую  ВК,  параллель¬ 
ную  данной  прямой  АВ.  По  предыдущей 
теоремѣ  В Г  будетъ  перпендикулярна  къ 
МХ;  т.  обр.  получимъ  изъ  одной  точки 
плоскости  МХ  два  перпендикуляра  СВ 
и  І)Г  къ  этой  плоско стп,  что  невозмож¬ 
но  (§  147,  теор.  Г). 


§  158.  Теорема.  Всѣ  точки  прямой.,  нараллелшой  дан¬ 
ной  плоскости,  равно  отстоитъ  отъ  этой  плоскости. 
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Дано,  что  прямая  АВ  (чер.  240)  параллельна  плоскости  МХ„ 
Доказать,  что  всѣ  перпендикуляры,  опущенные 
изъ  точекъ  прямой  АВ  на  плоскость  МХ,  Чвр'  т 

равны  между  собою.  д— - - - — к 

Доказ.  Изъ  какихъ  иибудь  точекъ  С  и  В 

прямой  АВ  (чер.  240)  опустимъ  першшди-  / —  !  "Л 

ку.іяры  ССг  и  ВГ  на  илоскость  МХ.  Эти  ,.  / 

перпендикуляры  параллельны  между  собою  'ч _ _ _ / 

(§  152,  теор.  2)  и  слѣдов.  лежатъ  въ  одной 
плоскости.  Проведемъ  черезъ  нихъ  плоскость  С  В  ГО.  кото- 
|и»н  пересѣчетъ  данную  плоскость  по  прямой  ГО.  Прямыя 
СВ  и  ГО  параллельны,  потому  что  они  находится  въ  одной 
плоскости  и  не  могутъ  встрѣтиться, — иначе  прямая  АВ  пе¬ 
ресѣкалась  бы  съ  параллельною  ей  плоскостью  МХ.  Если 
;ке  СІ)  ||  ГО  и  СО  ||  ВГ,  то  СО=ВГ,  какъ  протавуно.іож- 
иыя  сто|ЮЯы  прямоугольника. 


Л  го.іъ»  при  ими  гъ  іі.іоскоетьв». 

§  154.  Наклонная  АВ  (чер.  247)  къ  плоскости  МХ  обра¬ 
зуетъ  съ  разными  прямыми,  проведенными  на  этой  плоскости, 
различные  угли.  Но  уголъ,  образуе- 
мый  наклоиаию  съ  какою  иибудь  пря¬ 
мою,  наир.  Р<},  лежащею  гдѣ  иибудь 
на  плоскости,  равенъ  углу,  образуе¬ 
мому  наклонной  съ  прямою  рц,  про¬ 
веденной  на  плоскости  чрезъ  осно¬ 
ваніе  наклонной  Г»  параллельно  ска¬ 
занной  прямой  Р<^  (§  144).  Вслѣд¬ 
ствіе  этого  для  разсмотрѣнія  угловъ, 
образуемыхъ  наклонною  съ  разными  прямыми,  проведенными 
гдѣ  иибудь  на  плоскости,  достаточно  разсмотрѣть  углы,  обра¬ 
зуемые  наклонною  еъ  прямыми.  поведенными  ни  плоскости 
чрезъ  ея  основаніе. 

Теорема  1.  Уіо.п  наклоняли  а  ея  нроложеиіемъ  на  плос¬ 
кость  меньше  всѣхъ  уыовъ,  образуемыхъ  назиопной  съ  каж¬ 
дой  изъ  прямыхъ,  проведенныхъ  на  этой  плоскости. 

Пусть  АВ  (чер.  248)  есть  наклонная  и  В1* — еа  проложе- 
ніе  на  плоскость  МХ;  требуется  доказать,  что  /  АВР  меньше 
всякаго  угла  АЫ,  составленнаго  этою  наклонною  съ  какою 
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ннбудь  прямою  Ш.  проведенною  на  илоскостн  чрезъ  оспо- 

Доказ.  Пусть  I’  есть  приложеніе 
точки  А;  отложимъ  на  ВІ  часть 
В(^—ВР  и  точку  соединимъ  съ 
точкою  А  прямою  А(^.  Въ  треуголь¬ 
никахъ  АВР  и  АБ(3  стоила  АВ — 
общая,  ВР=В(^,.а  ЛР  <А(^  (§  150), 
с.тЬд.  /1  ЛВР<  Д  АВЧ  (§  55,  теор.  2), 
что  и  треб.  док. 

Слѣдствіе.  Если  продолжимъ  І!Р, 
то  уголъ  АВ8,  составленный  наклон¬ 
ною  АВ  съ  мтнмъ  продолженіемъ  В8,  есть  наибольшій  ил. 
всѣхъ  разсматриваемыхъ  угловъ,  какъ  смежный  наиненыпе- 
му  изъ  угловъ. 

Теорема  2.  Углы,  образуемые  наклонной  къ  плоскости 
съ  прямыми,  проведенными  на  иной  и.  іо  с  кости  перпенди¬ 
кулярно  къ  проекціи  наклонной,  еутъ  прямые. 

Дана  наклонная  АВ  (чер.  249)  къ  плоскости  МХ  и  пусть 
прямая  СВ  перпендикулярна  къ 
проложенію  ВР  Этой  прямой 
АВ  на  плоскость.  Требуется  до¬ 
казать,  что  АВ  составляетъ  пря¬ 
мые  углы  АВС  и  А.ВВ  съ  СІ), 
т.  е.  АВ_1_С1). 

Доказ.  Отъ  основанія  наклон¬ 
ной  В  отложимъ  на  СІ)  произ¬ 
вольныя  равныя  части  ВО— ВР 
и  точки  С  и  I'  соединилъ  пря¬ 
мыми  АР  и  АО  съ  точкою  А  л 
прямыми  РР  и  РО  съ  точкою  1*. 

Такъ  какъ  точка  Р  лежитъ  на  перпендикулярѣ  ВР,  воз¬ 
ставленномъ  изъ  средины  В  прямой  РО,  то  РО— РР'  (§  35, 
теор.  2).  Но  РО  н  РР'  суть  лроложенія  прямыхъ  АО  к  АР 
на  плоскость,  а  потому  АО  —  АР  (§  151,  теор.  I),  т.  е. 
точка  А  равноотстоитъ  отъ  концовъ  О  и  Р  прямой  ОР’, 
елѣд.  оиа  принадлежитъ  перпендикуляру,  возставленному  изъ 
средины  В  прямой  РО  (§  35,  слѣд.);  откуда  заключаемъ,  что 
АВ  перпенднкуляриа  РО,  что  и  треб.  док. 

§  155.  Пусть  дана  наклонная  А  В  (мер.  250)  къ  плоскости 


Мер.  240. 


ваше  В  наклонной. 
Чер.  248. 
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NN  и  ея  проложепіе  ВР  на  эту  плоскость.  Опишемъ  на  этой 
плоскости  изъ  основанія  В  наклон-  Чср.  2зо. 

нойАВ,  какъ  центра,  радіусомъ,  рав¬ 
нымъ  проложенію  ВІ’ — окружность. 

Но  теоремѣ  1  §  154  уголъ  АВР 
есть  наименьшій,  а  уголъ  АВ8  — 
наибольшій  шгъ  всѣхъ  угловъ,  обра¬ 
зуемыхъ  наклонною  съ  прямыми  на 
плоскости  NN.  Пусть  СІ)  перпенди¬ 
кулярна  къ  ВР.  то  по  теоремѣ  2 
§154  углы  АВС  и  АМ>  прямые. 

Если  внутри  /  Т)ВР  проведемъ  изъ 
точки  В  какую  ннбудыіряяую,  напр.  ВР,  то  наклонная  соста¬ 
витъ  съ  нею  уголъ  АВР — острый.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  соединимъ 
точку  А  съ  точками  Р  и  I)  прямыми  АР  и  АІ),  и  точку  Р 
съ  точками  Р  н  I)  прямыми  РР  п  РГ);  тогда  получимъ,  что 
РР<І)Р  (§  55,  теор.  I),  т.  е.  приложеніе  прямой  АР  менѣе 
приложенія  прямой  АП,  а  потому  АР  <  АІ)  (§  151,  теор.  I); 
т.  обр.  въ  треугольникахъ  АВР  и  АВІ)  сторона  АВ  общая. 
ВІ)  =  ВІ-'  и  по  доказанному  АР  <  АІ),  слѣд.  /  АВР<  /1  АВІ) 
(§  55.  теор.  2)  т.  е.  менѣе  нрямаго  угла,  или  /_  АВР  — 
острый.  Подобнымъ  образомъ  докажемъ,  что  ^  АВР"  <  /  АВР', 
т.  е.  съ  удаленіемъ  прямой  ВР  отъ  приложенія  наклонной 
ВР  уголъ,  образуемый  ею  съ  наклонною,  возрастаетъ  л  дѣ¬ 
лаете*  прямымъ,  когда  ВР  придетъ  въ  положеніе  ВІ),  пер¬ 
пендикулярное  къ  ВІ*.  Если  прямая  ВР  будетъ  продолжать 
двигаться  но  тому  же  направленію,  то  она  будетъ  состав¬ 
лять  тупые  углы  съ  наклонною;  такъ,  напр.  когда  прямая 
ВР  придетъ  въ  положеніе  ВР",  то  /АВР" — тупой,  потому 
что  онъ  смежный  /_  АВР'",  который,  по  доказанному,  есть 
острый.  Легко  видѣть,  что  этотъ  тупой  уголъ  наклонной  съ 
прямой,  проведенной  чрезъ  ея  основаніе  па  плоскости,  бу¬ 
детъ  возрастать  съ  удаленіемъ  прямой  отъ  ВІ)  и  достигнетъ 
наибольшей  величины,  когда  прямая  совпадетъ  еъ  продолжені¬ 
емъ  158  прямой  ВР  (§154,  теор.  I,  слѣд.).  При  дальнѣйшемъ 
движеніи  прямой  по  тому  же  направленію,  туные  углы  ем  съ 
наклонной  будутъ  уменьшаться,  потому-что  смежные  углы, 
по  доказанному,  возрастаютъ.  Когда  прямая  придетъ  въ  поло¬ 
женіе  ВС,  то  опять  будетъ  составлять  съ  наклонной  прямой 
уголъ.  ІІакопсцъ,  при  движеніи  прямой  отъ  этого  положеніи 
до  совпаденія  еъ  ироложеніемъ  наклонной  острие  углы  ея. 


съ  наклонной  будутъ  уменьшаться  до  наименьшаго  угла 
угла  наклонной  съ  ея  нроэкціей. 

§  15С.  Уі.юмъ  прямой,  с:,  іглоское.гшю  называется  уголъ, 
составленный  этап  прямой  съ  иро.мжвнгемь  ея  на  плос¬ 
кость. 

Но  теоремѣ  1  §  154  такой  уголъ  одинъ;  онъ  сеть  наи¬ 
меньшій  изъ  всѣхъ  угловъ,  образуемыхъ  дайной  прямой  съ 
какой  либо  прямой  на  плоскости. 

Если  прямая  параллельна,  плоскости,  то  уголъ  с  я  съ  плос¬ 
костью  равенъ  нулю. 


ОТДѢЛЪ  XX- 


К.шн.ѵ ног  іт.гчжепіг  ч.гшипггп'лг  ел  п/гпсіп /ягпгшап.. 


9  г.іы  дну|  |шаные  и  нѣри  ихъ. 


§  157.  Двѣ  плоскости  могутъ  пересѣкаться  только  по  одной 
прямой  (§'  18);  такія  плоскости  называются  нересплающи- 
миея.  Неопредѣленная  часть  пространства,  заключенная  между 
двумя  пересѣкающимися  плоскостями,  назыв.  двуграннылп 
угломъ,  а  самыя  пересѣкающіяся  плоскости  сторонами  или 
гранями  его;  прямая  пересѣченія  чти.чъ  двухъ  плоскостей 
иазыв.  ребромъ  двуграннаго  угла.  Очевидно,  что  всякія  двѣ 
пересѣкающіяся  плоскости  образуютъ  четыре  двугранные  угла. 
Всякій  двугранный  уголъ  читается  четырьмя  буквами  ЛГ>(1> 
(чер.  251),  произнося  въ  срединѣ  буквы,  стоящія  при  ребрѣ. 

Четыре  двугранные  угла,  образуемые  двумя 
пересѣкающимися  плоскостями,  но  аналогіи  съ 
плоскими  углами,  попарно  называются  смеж¬ 
ными  и  противоположными. 

Когда  два  смежные  двугранные  угла  равны 
между  собою,  то  каждый  изъ  нихъ  пазив. 
прямым?,,  а  плоскости,  образующія  его.  псуг- 
пендшулярными. 

§  158.  Уголъ,  составленный  перпендику¬ 
лярами  къ  ребру,  возетавленпымл  изъ  какой  нпбудь  его  точ- 
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ки  въ  плоскостяхъ  двуграннаго  угла,  иазыв.  линейнымъ  уг¬ 
ломъ  двуграннаго  угла.  Наир.  /1  X  V/  есть  линейный  уголъ  дву¬ 
граннаго  угла  АВС1). 

Для  всякою  двуграннаго  угла  линейный,  ую.сь  ею  есть 
величина  постоянная,  потому  что  всѣ  линейные  углы,  по¬ 
строенные  при  разныхъ  точкахъ  ребра,  равны  между  собою, 
какъ  однородные  углы  со  сторонами  взаимно  параллельными 

і$  из). 

§  15!).  ТеорСШІ  I.  Двугранные  углы  равны,  когда  линей¬ 
ные  углы  к.171  і>авны. 


Дало,  что  линейные  углы  хуг  и  /не  (чер.  252)  двугран¬ 
ныхъ  угловъ  АВС1)  и  МКІН2  Ч(і  242 

равны;  требуется  доказать,  А  '  к, '  >( 

что  двупишный  уголъ  А 1  $01)  і'^. - —  - 

Ііавенъ  двуптппопу  углу  'го 

ММ\і.  . — }.ѵ  „I 

Доках.  Налояшнъ  двуграи- 
пый  уголъ  ММ’Ч  ЫН  двуграи- 
ный  уголъ  ЛИСП  такъ,  чтобы 
верншпы  ч  н  у  линейныхъ 
угловъ  и  хух  и  самые  эти 
линейные  углы,  какъ  (твпые,  совмѣстились:  тогда  ребро  М’ 
пойдемъ  по  ребру  ВС,  потоиу-чтч.  от»  ребра  иерпепдику- 
.іярпы  ісъ  плоскостямъ  лпнейпыхъ  у  г  лот.  14(і.  теор.  1), 

а  изъ  точен  къ  плоскости  можно  возставить  только  однігь 
перпендикуляръ  (§  147.  теор.  1).  При  мегомъ  грани  совмѣ¬ 
стятся  (§  141);  сдѣд.  двугранные  углы  тоже  совмѣстятся. 


[ 

\ 

V 

Г» 

а 


а  потому  они  равны. 

Теорема  2.  обр.  Ест  двугранные  углы  ]нганы,  иго  и  линей¬ 
ные  углы  ихъ  также  равны. 

Дано,  что  двугранный  уголъ  А11С1)  равенъ  двугранному 
углу  АШ’Ц»;  требуется  доказать,  что  липейпые  углы  (но  и 
■хух  этихъ  двугранныхъ  угловъ  также  равны. 

Доков.  Наложимъ  двугранный  уголь  на  двугран¬ 

ный  уголъ  А  ВІЛ  >  такъ’  чтобы  вершипа  линейнаго  угла  іи  о 
упала  въ  верншпу  лилейнаго  угла  хут.  ребро  ХГ  на  ребро 
І-С  Н  грань  МХР  иа  грань  ЛИС,  тогда  перпендикуляръ  ні 
пойдетъ  но  перпендикуляру  ух  ()?  35,  теор.  1);  затѣмъ,  по 
равенству  двугранныхъ  угловъ  ЛИСИ  и  МХТ\),  плоскость 
N14^  совмѣстится  съ  плоскостью  ИСТ)  к  перігеидику.ііірь  иѵ 
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сольется  съ  перпендикуляромъ  уг  (§  35.  теор.  I).  Итакъ, 
линейные  углы  туи  и  іиѵ  совмѣстились,  слѣд.  они  равны. 

Слѣдствіе  Изъ  послѣднихъ  двухъ  теоремъ  слѣдуетъ: 

1)  Прямому  двугранному  углу  соотвѣтствуетъ  примой 
лтешшй  уголъ,  потому  что  прямымъ  двуграннымъ  угломъ 
называется  одинъ  изъ  двухъ  равныхъ  смежныхъ  двугранныхъ 
угловъ,  а  прямымъ  линейнымъ  одинъ  изъ  двухъ  равныхъ 
смежныхъ  линейныхъ  угловъ;  если  двугранный  уголъ  прямой, 
■то  онъ  равенъ  своему  смежному,  и  но  доказанной  теоремѣ 
линейные  ихъ  углы  равны,  которые  также  суть  углы  смеж¬ 
ные ,  а  потому  каждый  изъ  нихъ  есть  также  прямой. 

2)  Прямому  линейному  углу' соотвѣтствуетъ  и  двугран¬ 
ный  уголъ  примой,  что  легко  доказать,  разсуждая  какъ  въ 
1-мъ  слѣдствіи. 

3)  Всѣ  прямые  двугранные  углы  равны  между  собою, 
потому  что  ихъ  линейные  угли  равны. 

4)  Сумма  смежныхъ  двугранных/,  угловъ  равна  двумъ  пря¬ 
мымъ  двуграннымъ  угламъ. 

5)  Вертикальные  двугранные  углы  равны. 

§  160.  Теорема.  Двугранные  гр.ш  относятся  между  собою 
какъ  шъ  линейные. 

Пусть  даны  двугранные  углы  АВСС  н  А'В'С'І/  (чер.  253), 
которыхъ  линейные  углы  соотвѣтственно  суть  МКР  іМ'ХТ; 
требуется  доказать,  что 

двуг.  уг,  А  ВС  И _ А  МКР 

“  /  Ю'Р'-  ’ 

Догма.  Здѣсь  можетъ 
быть  два  случая:  1)  ли¬ 
нейные  углы  соизмѣримы 
и  2)  линейные  углы  не¬ 
соизмѣримы. 

1-й  случай.  Пусть  ла¬ 
дейный  углы  МНР  н  М'К'Р' 
имѣютъ  общей  мѣрой  уголъ 
а  н  пусть  этотъ  уголъ  а 
уложится  въ  углѣ  МНР — 
—  т  разъ,  а  въ  углѣ 

/  МНР  =  та  и  А  М'К'Р'  п=  па. 

Если  раздѣлимъ  первое  равенство  на  второе,  то  получимъ: 


двуг.  уг.  А'В'СІУ 
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М'К'Р' — п  разъ  такъ,  что 


(1) 


/МКР  _  т 
/  М'К'Р'  гг 
Проведемъ  плоскости  въ  каждомъ  изъ  двуф&ииц»  угловъ 
черезъ  его  і»сбро  в  прямыя,  дѣлящія  соотвѣтствующій  ему 
линейный  уголъ  на  части,  равныя  углу  а;  тогда  найдемъ,  что 
двугранный  уголъ  АВСЛ)  раздѣлится  на  *»,  а  двугранный 
уголъ  А'В'С'І)'  на  и  двугранныхъ  угловъ  равныхъ  между 
•собою,  потому  что  всякій  изъ  этихъ  двугранныхъ  углов ь 
имѣетъ  своимъ  линейнымъ  угломъ  —  уголъ  а,  (§  159,  теор. 
I).  Итакъ,  означивъ  чрезъ  $ — двугранный  уголъ ,  соотвѣтству¬ 
ющій  лилейному  углу  «,  получимъ: 

двугр.  уг.  АПСІ)  —  ту 
двугр.  уг.  А'В'С'І)'  =  гщ. 

Раздѣливъ  первое  равенство  на  второе,  получимъ: 
двуг.  уг.  АВСІ)  _  _»  ,2, 

двуг.  уг.  А'В'С'І)'  гг 

Если  сравнимъ  (1)  н  (2)  пропорціи,  то  найдемъ  (акс.  1): 
двуг.  уг.  АВСІ)  _  /МКР 
двуг.  уг.  А'В'С'І)  /  М'К'Р' 

2-й  случай.  Линейные  углы  МКР  н  М  N  1‘  (чер.  254) 
данныхъ  двугранныхъ  уг¬ 
ловъ  АВСІ)  и  А'В'С'І) 
несоизмѣримы.  Докажемъ, 
что  н  въ  этомъ  случаѣ  от¬ 
ношеніе  двугранныхъ  уг¬ 
ловъ  не  можетъ  быть  ни 
болѣе,  ни  менѣе  отноше¬ 
нія  ихъ  линейныхъ  угловъ. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  пред¬ 
положимъ,  что  отношеніе 
двугранныхъ  угловъ  наир, 
менѣе  отношенія  соотвѣт¬ 
ствующихъ  линейныхъ  уг¬ 
ловъ,  т.  е.  что 

двуг.  уг.  АВСІ)  „  /МКР 
двуг.  у  г.  А'В'С’І?  /  -Н'КТ7 
Чтобы  второе  отношеніе  приравнять  первому,  уменьшимъ 
числитель  втораго  отношенія  и  выберемъ  такой  уголъ  МКг, 
меньшій  угла  МКР,  чтобы 

VI" 
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двуг.  уг.  АВСІ)  _  /  МХ® 

двуг.  уг.  А'В'С'П'  ѴМ'ХѴ . Ы’ 

Раздѣлимъ  ^  М'Х'Р'  на  равные  углы,  изъ  которыхъ  каж¬ 
дый  билъ  бы  менѣе  ,/  1'Х®,  и  одинъ  изъ  отнхъ  равныхъ 
угловъ  будемъ  откладывать  въ  /  МХР  отъ  стороны  его  МХ. 
тогда  по  крайней  мѣрѣ  одна  изъ  сторонъ  откладываемаго 
угла  упадетъ  внутри  угла  РХ®,  наир,  по  прямой  Ху.  Про¬ 
ведемъ  плоскость  черезъ  у>еб]и»  ІЮ  и  прямую  Ху  и  полу¬ 
чимъ  двугранный  уголъ  А  ВОР.  котораго  линейный  уголъ 
.ѴГХу  будетъ  соизмѣримъ  съ  линейнымъ  угломъ  .М'Х,11'  (по¬ 
тому  что  общая  мѣра  ихъ  есть  одинъ  изъ  равныхъ  выше¬ 
упомянутыхъ  угловъ).  Тогда  по  1-му  случаю  имѣемъ: 
двуг.  уг.  АИСТ  __  /  МХу 
двуг.  уг.  А'В'С'І)'  “  /  М'Х'Р'- 

Раздѣливъ  пропорцію  (2)  на  (3),  получимъ  пропорціи': 
двуг.  уг.  АВСІ)  _  /  МХ® 
двуг.  уг.  АВСІі  ^  МХу 
двуг.  у  г.  АВСІ) 

что  невозможно,  потому  что  — 1 

’  -  двуг.  уг.  АВСЬ 

/  МХ® 

а  .  <  1.  Слѣд.  невозможно  допустить,  чтооы  отпо- 

/  МХ.у 

шеиіе  двугранныхъ  углоігь  было  менѣе  отношенія  ихъ  ли¬ 
нейныхъ  угловъ. 

Подобнымъ  образомъ  докажемъ,  что  отношеніе  двугран¬ 
ныхъ  угловъ  не  можетъ  быть  болѣе  отношенія  ихъ  линей¬ 
ныхъ  угловъ.  С  вѣдой,  (аке.  У) 

двуг.  уг.  АВСІ)  _  /ВХР 
двуг.  уг.  А'В'С'І)'  /  М'Х7!^ ' 

Ксли  ;ш  единицу  мѣры  двугранныхъ  угловъ  примемъ  дву¬ 
гранный  уголъ,  который  имѣетъ  линейнымъ  угломъ  единицу 
мѣры  линейныхъ  угловъ,  иаприм.  уголъ  въ  1".  то  двугран¬ 
ный  уголъ  выразится  тѣмъ  же  самымъ  числомъ,  какнмъ  вы¬ 
разится  соотвѣтствующій  ему  линейный  уголъ. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  положимъ,  что  линейный  уголъ  М'Х'Р' 
есть  единица  мѣры  линейныхъ  угловъ,  наир,  уголъ  въ  1°, 
то,  принимая  двугранный  уголъ  А'В'С'І)'  ва  единицу  мѣры 
двугранныхъ  угловъ,  замѣтимъ,  что  отношеніе 
двуг.  у  г.  АВСІ) 
двуг.  уг.  А'В'С'І)' 


есть  число,  выражающіе  сколько  въ  двугранномъ  углѣ  АВСІ) 
заключается  единицъ  двугранныхъ  угловъ,  а  отношеніе 

.  ,ч;ть  число.  ныражающео,  сколько  въ  линейномъ 

умѣ  заключается  единицъ  линейныхъ  угловъ.  Но  доказанной 
тео]Н‘ мѣ  лти  отионіеиія  равиы  и  слѣд.  при  принятыхъ  еди¬ 
ницахъ  мѣры  двѵі’рапный  уголъ  выразится  тѣмъ  же  самымъ 
числомъ,  какимъ  числомъ  выразится  соотвѣтствующій  ему 
линейный. 


ІІ.ніскѵспі  иорііеіідііиу.іирныіі. 

й  161.  Теорема  1  Плоскость,  проходящая  через»  пря¬ 
мую  перпендикулярную  к»  другой  пмекоети,  перпендику¬ 
лярна  Ко  этой,  послѣдней. 

Даш.,  что  прямая  АВ  (чер.  255)  нерненднку.іярна  къ  МХ; 
требуется  доказать,  что  всякая  плоскость  І‘С -  проведенная 
черезъ  ирямую  АВ,  перпендикулярна  ігь 
плоскости  МХ. 

г'(окпз.  Пусть  прямая  1‘Іі  ость  пере¬ 
сѣченіе  данной  плоскости  МХ  съ  плос¬ 
костью  Г(,>.  Проведемъ  на  плоскости  МХ 
прямую  АС  перпендикулярную  къ  РИ. 
тогда  АВ  будетъ  также  перпендикулярна 
къ  АС  ($  145).  а  потому  А  ВАС  прямой 
п  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  есть  линейный  дву¬ 
граннаго  угла  <<П‘ПХ  (§  158).  Слѣд.  и 
ціуграшшГі  уголъ  УРВХ  также  прямой  (і;  159,  слѣд.  2), 
г.  е.  плоскость  І,»Р  перпендикулярна  къ  плоскости  МХ. 

Теорема  2.  одр.  Перпендикуляръ,  возставленный  иг* 
лючки  прямой  пересѣченія  двухъ  взаимно 
перпендикулярныхъ  плоскостей  къ  одной  '  266  • 

изъ  лтихъ  плоскостей,  леж  итъ  въ  друзой 
плоскости. 

Даны  днѣ  взаимно  перпендикулярныя 
плоскости  МХ  в  Р<і  (чср.  256)  и  илъ  ка- 
кой-шібѵдь  точки  В  прямой  пересѣченія 
ихъ  г//  возставленъ  перпендикуляръ  АВ 
•къ  плоскости  МХ;  требуется  доказать, 
что  итогъ  перпендикуляръ  АВ  лежитъ  въ 
другой  илоскости  РѴ 
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Допей.  Предположимъ, что  перпендикуляръ  АВ  ис  лежитъ- 
въ  плоскости  Р();  тогда,  возстала  іггь  точки  В  къ  прямой 
.Ху  одинъ  перпендикуляръ  ВС  въ  плоскости  1’()  м  другой  ВІ> 
въ  плоскости  АІХ,  найдемъ,  что  /  СВІ)  прямой  (§  15!(,  слѣд.  I) 
а  потоку  перпендикуляръ  ВС.  будучи  перпендикуляренъ  къ 
двумъ  прямымъ  хц  н  ВІ),  лежащимъ  иа  плоскости  МХ,  бу¬ 
детъ  перпендикуляренъ  и  къ  плоскости  МХ  (§  1 46,  теор.  I). 
Т.  обр.  изъ  одной  точки  В  иа  плоскости  МН  къ  этой  плос¬ 
кости  возставлено  два  перпендикуляра  АВ  н  СВ,  что  не¬ 
возможно  (§  147,  теор.  1).  Слѣд.  прямая  АВ  лежитъ  въ 
плоскости  Р<). 

§  102.  Теорема.  Прямая  пересѣченія  двухъ  пересѣкаю¬ 
щихся  плоскостей,  перпендикулярныхъ  къ  третьей  плос¬ 
кости,  мр>гендш:у.шрна  къ  этой  послѣдней. 

Дано,  что  двѣ  пересѣкающіяся  плоскости  РС  н  ()С  (чер. 
257)  перпендикулярны  къ  плоскости  МХ;  требуется  докатать, 
что  прямая  пересѣченія  ВС  плоскостей 
РС  и  С) С  перпендикулярна  къ  плоскости 
МХ. 

Доказ.  Изъ  основанія  С  прямой  ВС 
возставимъ  перпендикуляръ  къ  плоскости 
МХ.  Итогъ  перпендикуляръ,  по  преды¬ 
дущей  теоремѣ,  долженъ  лежать  какъ  в-ь 
плоскости  РС,  такъ  и  в-ь  плоскости  ()С, 
слѣдов.  сливаться  съ  яхъ  пересѣченіемъ, 
т.  е.  пересѣченіе  ВС  плоскостей  РС  и  фС  перпеидисулярію 
къ  плоскости  МХ. 

ІІ.іоі‘іі<м*-іті  нарв.ысмыіыя 

§  103.  Па/ш.шлъными  тюекостями  въ  пространствѣ 
называются  пмскости,  которыя  не  пересѣкаются,  сколько 
бы  ихъ  ни  продолжали.  Изъ  итого  опредѣленія  имѣемъ: 

Слѣдствіе  I.  Прямыя  пересѣченія  деухъ  парал.іс-янылъ 
плоскостей  съ  т /лены  ей  плоскостью  параллельны  между 
собою,  потому  что  онѣ  лежатъ  въ  одной  плоскости  и  не 
могутъ  пересѣчься,  находясь  въ  параллельныхъ  плоскостяхъ 

(§  Н8)- 

Слктвіе  2.  Отрѣзки  парал.іе.іъкылъ  прямыхъ  между  па¬ 
раллельными  плоскостями  равны,  потому  что  плоскость,  въ 
которой  лежатъ  параллельные  отрѣзки  (8  141),  пере  сѣчетъ 


Чгр.  257. 


данныя  параллельныя  плоскости  по  прямимъ  параллельнымъ 
(слѣд.  1),  а  потому  данные  отрѣзки  равны  кикъ  протннуш.- 
то ясныя  стороны  параллелограмма  (§  о8,  теор.  )• 

Г  ІТ.1СТИІС  8.  Псѣ  точки  одной  изъ  двухъ  парсимльны.гъ 
ѣжкосшей  роли  о  от  с  то  ям»  отъ  друзой  плоскости,  потопу 
что^пертендпкудярн .  опущенные  изъ  какихъ  -будь  двухъ 
точекъ  одной  плоскости  на  другую,  параллельны  между  со¬ 
бою  (8  152,  теор  2)  и  слѣдовательно  равны  (слѣдствіе  2). 

&  164.  Теорема  I.  плоскости  іш/нилелтьі  между 

собою ,  если  онѣ  перпендикулярны  къ  одной  и  той  же 

'^Даш  двѣ  плоскости  МХ  и  14),  пернеидніеулярныя  къ  прямой 
АВ  (чер.  2581;  требуется  доказать,  что 
"плоскости  МХ  и  РС)  параллельны  меж¬ 
ду  собою. 

■  Доков.  Предположимъ,  что  данныя 
плоскости  пересѣклись  но  нѣкоторой  пря¬ 
мой  і/л;  тогда  какую  пибудь  точку  х 
этой  прямой  соединимъ  съ  точками  А  н 
В  Н  получимъ  изъ  тонких  два  иерпеи- 
дпкуляра  иа  прямую  АВ  (§  145) ,  что  невозможно  (§  36) 
Слѣдов.  данныя  плоскости  пересѣчься  не  мог)  г  ,  • 
онѣ  параллельны.  , 

Тренева  2  о 6р.  Прямая,  перпендикулярная  къ  одной  из» 
двухъ  парам^ыхъ  между  собою  плоскостей,  -  перпенди- 

ку.іярна  къ  другой. 

Пусть  плоскости  МХ  и  РЧ  (чер.  259)  параллельны  между 
гобою  и  прямая  АВ  перпендикулярна  къ 
плоскости  МХ.  Требуется  доказать,  что  А  В 
перпендикулярна  къ  плоскости  1\>. 

/о киз.  Проведемъ  черезъ  прямую  Ап 
днѣ  плоскости  «Г  и  КК;  сѣченія  Ы‘  и 
ОН,  а  также  1К  и  П8  этихъ  плоскостей 
съ  данными  параллельными  плоскостями 
МХ  и  Г<)  соотвѣтственно  параллельны 
,«*163.  слѣд.  1).  Такъ  какъ  АВ  перпсп- 
дикулярпа  къ  К  К  и  1К  (§  14и),  то  АЬ  0 

также  перпендикулярна  къ  ОН  и  ВЬ  (*  43,  т  Г  -)•  '  ' 
АВ  перпендикулярна  къ  плоскости  Н)  (Л  146,  ™ор.  ) 
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Слѣдствіе  I.  Черезъ  данную  мочку  в;,  нрост/нінсшвѣ  ложно 
провести  только  одну  шоекостъ  іт- 
рал.іелъную  данной  плоскости,  потому 
что  если  изъ  данной  точки  Л  (чер.  2в0 1 
опустит,  перпендикуляръ  АН  ня  данную 
плоскость  МЫ,  то  плоскость  Гу.  парал¬ 
лельная  МХ\  будетъ  перпендикулярна  къ 
примой  АН  (теорема  2);  а  черезъ  точку 
па  прямой  можно  провести  только  одну 
плоскость  перкецдикулнриую  къ  :ггоіі  прямой  (§  1  47.  теор.  2). 

Слѣдствіе  2.  , ]оѣ  плоскости,  па./нілло.ття  третьей,  па- 
ркилельны  между  собою,  потому  что  еслибы  эти  днѣ  плоско¬ 
сти  пересѣклись,  т.  е.  имѣли  бы  общую  прямую,  а  слѣд.  и 
одну  общую  точку,  то  черезъ  эту  точку  проходили  би  двѣ 
плоскости ,  па]>алле.іышіі  третьей  данной  плоскости,  что  не¬ 
возможно  (слѣдствіе  1). 

Слѣдствіе  3.  ,1т  плоскости  МК  и  І’У  (чер.  2(>1)  парал¬ 
лельны,  если  двіь  и  ереси, паю  щіяся 
прямыя  КГ  и  СІ),  лежащія  на 
одной  плоскости ,  соотвѣтствен¬ 
но  параллельны  двумъ  пересѣкаю- 
щи  моя  прямимъ  ІІѵ  и  ОН,  ле¬ 
жащимъ  на  другой.  потому  что 
перпендикуляръ  АП.  опущенный 
изъ  точки  В  пересѣченія  прямыхъ 
ІК  и  ОН  на  плоскость  М  N .  пер¬ 
пендикуляренъ  къ  прямымъ  КГ*  м 
С'Т)  (§  146).  елѣдов.  образуетъ  пря¬ 
мые  углы  ц  съ  прямыми  ІК  н  ОМ 
(,§  144),  т.  е.  А  В  перпендик.  къ  плоскости  Гу  (§  140,  теор.  1). 

§  105.  Коли  двѣ  параллельныя  плоскости  пересѣченъ  треть¬ 
ей  плоскостью,  то  образуется  восемь  двугранныхъ  угловъ. 
Отпиъ  угламъ  даютъ  три  рода  названій,  разсматривая  нхь 
попарно  (подобно  тому  каст,  въ  плоской  Геометріи  при  пере¬ 
сѣченіи  двухъ  паралле  льныхъ  прямыхъ  третьей),  а  именно: 
углы  па  кроетъ  лежащіе,  соотвѣтственные  в  односторонніе. 

Теорема.  Исли  двѣ  іиіра.иельиыя  плоскости  пересѣчены 
третьей,  то 

1)  накрестъ  лежащіе  двугранные  уиы  равны-, 

2)  соотвѣтственные  двугранные  уст  равны-. 

3)  сумма  Опухл,  одностороннихъ  угловъ  равна  деу.т,  пря¬ 
мымъ  двуграннымъ  угламъ. 


Чер.  201. 


,[оказ.  Пусть  плоскости  МК  и  І’У  параллельны  (чер.  262) 

между  собою  и  разсѣчены  п  г  ее  ка¬ 
ст  ІЮ  КЗ;  тогда  сѣченія  АВ  и  СІ) 
параллельны  между  собою  (§  103, 
с.тіід.  I).  Чрезъ  к.  н.  точку  Е  пря¬ 
мой  А  В  проведемъ  плоскость  КС ,  пер¬ 
пендикулярную  къ  этой  прямой.  Ата 
плоскость  будетъ  перпендикулярна 
къ  прямой  СІ)  152,  теор.  1)  и 
пересѣчетъ  плоскости  МХ  и  І’У  но 
параллельнымъ  между  собою  пря¬ 
мимъ  1.11  м  ѴК,  я  плоскость  ИЗ  но 
прямой  XV.  Параллельныя  прямыя 
1.0  и  ѴК  образуютъ  съ  прямой  XV 
восемь  угловъ,  которые  суть  линей¬ 
ные  углы  восьми  двугранныхъ  угловъ  при  ребрахъ  АН  н  СІ) 
1  Г»8).  Такъ  какъ  линейиые  углы  1)  на  крестъ  лежащіе  ра¬ 
ины  2)  соотвѣтственные  равны  между  собою,  то  и  дву¬ 
гранные  углы  тѣхъ  же  наименованій  также  равны.  Такъ  какъ 
.шнейгше  угли,  лежащіе  по  одну  сторону  сѣкущей  пряной.  со¬ 
ставляютъ  два  прямыхъ  угла,  то  двугранные  углы  тѣхъ  же 
наименованій  даютъ  въ  суммѣ  два  прямыхъ  двугранныхъ  угла. 

Замѣчаніе  Теорема  обратная  сейчасъ  доказанной  теоремѣ 
справедлива  только  тогда,  когда  ребут  двугранныхъ  угловъ 
будутъ  параллельны. 


ОТДѢЛЪ  2ЛІІ. 

Тѣлесные  углы. 

Трегрпнамг  і«  ішпгограимые  углы. 

$;  Ші.  Неопредѣленная  часть  пространств*,  ограниченная 
тремя  или  болѣе  плоскостями,  пересѣ¬ 
кающимися  въ  одной  точкѣ,  называет¬ 
ся  инотропнымъ  или  тштіьшъ  угломъ. 

Точка  3.  въ  которой  плоскости  АЗВ.ВЗГ. 
и  т.  д.  (чер.  263)  сходятся,  над.  вершиною 
многограннаго  угла,  а  самыя  плоскости 
А8В.ВЗС...  гранями  или  плоскими  уг¬ 
лами  его;  прямыя  пересѣченія  граней 
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8А,8В,8С  наз.  ребрами  многог|>аішаго  угля.  Многогранный 
уголъ  означается  или  одною  оу  іеною  8,  стоящею  при  верши¬ 
нѣ,  или  этого  буквою  съ  присоединеніемъ  буквъ,  стоящихъ  на 
ребрахъ, —  8АВСКЕ.  Если  многогранный  уголъ  составленъ 
тремя  гранями,  то  онъ  назыв.  треіраннымъ,  если  четырь¬ 
мя  —  четырщнтнымг,  я  т.  д. 

§  107.  Теорема  Вг  жреіранном »  уі.іѣ  всякій  п.юскій 
уголъ  метке  суммы  дггухъ  друтхъ  пм  скитъ  уиовъ. 

Положимъ,  что  наибольшій  изъ  трехъ  плоскихъ  угловъ 
даннаго  треграпнаго  угла  8  (чер.  264)  есть  уголъ  А8В  н 
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докажемъ,  что 

Д  А8В<  Д  А8С+  Д  В8С. 
Докъ*.  Отложивъ  въ  Д  А5В 
уголъ  А8К=  /  А 80,  а  на  ребрѣ 
8С  и  прямой  8К  рашшя  части 
81)  и  8К,  проведемъ  чрезъ  точки 
I)  и  К  какую  цнбудь  плоскость  Р(}, 
которая  пусть  пересѣчетъ  грави 
трегран.  угла  но  прямымъ  ПК, ЕЙ 
и  1)0.  Изъ  ДОІ’І)  имѣемъ: 
ОІ-ЧООДІЖ  (§  40) 

'  или  СіЕ  Д  Е Е  < 01)  -}- 1)  I' . 

15ъ  этомъ  неравенствѣ  6Е=(И),  потому  что,  но  §  53  теор.  1 , 
дС8К'— Д  081).  Отнявъ  равны  я  части  ОЕ  н  (Л)  отъ  обѣ¬ 
ихъ  частей  неравенства,  получимъ:  КІ’сІЖ. 

Изъ  треугольниковъ  К 8 К  я  І)8К,  имѣющихъ  но  диѣето- 
роны  равныя  п  ио  неравной  третьей  сторонѣ,  имѣемъ,  что 
Д  К8Е<  Д  1)8 К  (<$  55.  теор.  2). 

Придавъ  къ  первой  части  послѣдняго  неравенства  Д  08К, 
а  ко  второй  равный  ему  Д  081)  найдемъ: 

д  08Е+  Д  Е8Р<  Д  081)  +  Д  1)81''  или 
Д  А 8 Г»  <  Д  А 80  +  Д  В8С. 

й  1  08.  Теоррла.  Во  всякомъ  мпогспроп- 
шх.ѵъ  уьиь  сумма  плоскихъ  уиовъ,  состав¬ 
ляющихъ  ею,  метке  4*7. 

Докгм.  Проведемъ  плоскость  Мі\  (чер. 
205),  которая  перееѣчетъ  всѣ  ребра  дан¬ 
наго  многограниаго  угла  въ  какахъ  нн- 
будь точкахъ  А,В,С,І),Е,  и  озиачимъ  еум- 
I к  ду  цлоски.чъ  угловъ  этого  многограннаго 
угла  черезъ  8,  а  число  ихъ  черезъ  н.  При¬ 
точкахъ  А,  15, 0,1), К  получимъ  трегран- 


ные  угли,  въ  которыхъ  по  предъндущеіі  теоремѣ  имѣемъ,  что 

д  АВС  <  Д  АВ8  +  Д  СВ8 
д  ВСІ)  <  Д  ВС8  +  Д  І)С8 
/  С1Ж  <  Д  С1)8  +  Д  К1)8 


Сложивъ  эти  неравенства,  получимъ: 

/  АВС 4- Д  ВСІ)  4-  Д  (ЛЖ+-<  ^  АВ8 4-  Д  СИ84-  Д  ВС8 


Первая  часть  -этого  неравенства 

±  АВС 4-  ^СВ  4-  д  СШЧ-~=2ф-2)  (§  03,  теор.  1); 
вторая  же  часть  неравенства  выражаетъ  сумму  угловъ  д  А  1)8, 
д  В8С,.. радшую  Ч(Іп  безъ  суммы  угловъ  при  ихъ  верши¬ 
нахъ,  которую  означили  буквою  8;  поэтому 

Д  АВС 4-  Д  СВ84-  Д  ВС8-І-  Д 1КХ84-  ^  СВ«4- 1  Е084-..= 
='Ып — 8. 


Такимъ  образомъ  неравенство  приметъ  видъ: 

‘2(1  (И— 2)  <  2і(н— 8,  откуда  8<4<Г. 


|*«и«чі**ч  •*»  чіич  раііііыхъ  >  і-.імігь 


8  ій«.  Теорема  I-  Лаа  треграшше  уиа  равны,  ес.ш  всю 
три,  ц.юскіе  ихъ  уиа  соотвѣтственно  равны  и  одинаково 


расно.южены. 

Дано,  что  въ  двухъ  трегран.  углахъ  8  н  8  (чер.  2<>С>) 
ихъ  углы  соотвѣтственно  равны  и  одинаково  рпспо 
т.  е.  Д«8с=Дс78/',  чГр.  зсс. 

д  «8Ь  =  Д  Л^е  и 
Д  с8Ѣ=  Д  /'8'е;  дока¬ 
жемъ,  что  трог  ран¬ 
ный  уголъ  8  равенъ 
треграшюку  углу  8', 
т.  е.  что  эти  углы 
при  наложеніи  сов- 


илосіао 

южоны, 


Іоких.  Отложивъ  на  соотвѣтственныхъ  форахъ  «8  и  </8' 
равныя  части  А*  а  1>8\  проведемъ  чрезъ  точку  А  плоскость 


—  188  — 


перпендикулярную  къ  ребру  а$.  которая  пересѣчетъ  грани 
тре трапнаго  угла  8  по  прямивъ  АІЗ,  АС  и  ВС,  и  чрезъ 
«»чку  Б  проведенъ  плоскость,  перпендикулярную  кт.  ребру 
Л8»  которая  пересѣчетъ  грани  треграпиаго  угла  8'  тіо  пря¬ 
мымъ  1)К,  БГ  и  ГК.  /  ВАС  п  /  ЕЛ) Г  суть  лннеГпше  углы 
двугршшыхъ  угловъ  Ыіас  н  г.Ч' г//;  докажемъ  теперь,  что 
/.  ВАС—  /  К  Б  Г.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  д  А8С=  Д  Б8Т  и  д  А  8 13= 
ДВ8'Е  (!;  53.  теор.  4,  слѣд.  2),  откуда  слѣдуетъ,  что  АС= 
“ БГ.  8С=8/Г  и  АВ  =  БЕ,  8В=  8' К.  Также  дСВ8  = 
=  ДГК8'  (§  53,  теор.  2)  н  потому  ВС=КГ.  Т.  обра-нип. 
д  АВС  и  д  БЕГ  равны  ($  53,  теор.  П  ,  слѣд.  /_  ВАС=^  ЕБГ, 
а  потому  двуг.  уг.  Ъ8ас  =  двуг.  уг.  е.Ч'й/’  ($  159,  теор.  I). 
Изъ  равенства  этихъ  двухъ  угловъ,  а  также  равенства  п  оди¬ 
наковаго  расположенія  плоскихъ  угловъ  «85  н  і/8'г.  а8с  и 
гІЬ  /',  слѣдуетъ,  что  8  к  8'  при  наложеніи  совмѣстятся. 

Если  бы  одно  ребро  треграннаго  угла  было  перпемди-  . 
кулирно  къ  грани,  которая  проходитъ  черезъ  другія  два  ребра, 
то  плоскость,  иршм'денная  перпендикулярно  ігь  нему,  .была  бы 
параллельна  нишогкямшіой  грани  и  не  пересѣкла  би  ее.  жн 
этому  предложенное  доказательство  пе  гадилось  бы,  по  тогда 
уголъ,  составленный  двумя  другими  ребрами,  будегь  линей¬ 
нымъ  угломъ  двуграннаго  угла,  имѣющаго  своимъ  ребромъ 
сказанное  ребро. 

Теорема  2.  Д<м  трегранные.  уиа  /мены,  если  имѣютъ 
по  ровному  двугранному  уиу,  заключенному  между  двумя 
неотвѣтственно  равными  и  одинаково  расположенными 
плоскими  углами.  Потому  что  при  наложеніи  такіе  трегран- 
иые  углы  совмѣстятся. 

Теорема  8.  Два  щ жранные  уиа  /мены,  если  имѣютъ 
по  равному  плоскому  уиу,  заключенному  между  двумя  со¬ 
отвѣтственно  равными  и  одинаково  расположенными  дву¬ 
гранными  углами.  Потому  что  при  наложеніи  эти  трегран- 
нме  углы  совмѣстятся. 

Теорема  4  Трсграмнис  угли  равны,  если  двугранные  угли  одною  но- 
іюнѣ  равны  двугричвиліг.  другаго  н  пришом*  грозен  трегран  ли  г»  у,. 

ловъ  одинаково  расположили . 

Пусть  въ  двухъ  трегралшыхъ  углахъ  8  и  8'  (чер.  2С7)  трапп  ря  - 
положены  одинаково  п  двугранные  углы  при  ребрахъ  8К,  8Ь  и  8М 
соотвѣтственно  раням  двугравнинъ  угламъ  вря  ребрахъ  8'К',  81/  и 
8'М'.  Требуется  доказать,  что  8=8'. 

Лова*.  Воаьмемъ  в  и  у  три  т|>еграяііаго  угла  8  гдѣ  нибудь  точку  О 


и  иронсденъ  чревъ  иес'  иериендикулярне  къ  ребрамъ  8К,  82/  я  8М 
три  плоскости  І’Н,  РЦ  и 
КЦ,  которыя  ограничатъ 
собою  треграинын  уголъ  О. 

Докажемъ,  что  ребра  угла 
О  перпендикулярны  къ 
гранямъ  даннаго  угла  8, 
няпр  ребро  ОР  иермен- 
днкулярво  КЪ  ГраВВ  ЕЬЪ; 
въ  самомъ  дѣлѣ,  грань  К8Ь 
проходитъ  чредъ  ребро  К8 
и  потому  перпендикуляр¬ 
на  въ  грани  РК  (§  161, 
теор.  1),  проходитъ  также  чрезъ  ребро  81.  п  потому  перпендикулярна 
къ  грани  РЦ  (§  161.  теор.  Г),  слѣд.  граяь  К81,  перяевднкулярва  въ 
ребру  ОР  ОН  62).  Т.  обр.  трс грамме  углы  8  и  О  таковы,  что  грани 
одного  перпендикулярны  къ  ребрамъ  другаго.  Такъ  какъ  ребро  8К 
угла  8  перпеидшеудярпо  къ  грани  РЕ  угла  О,  то  /РАЕ  есть^  ли¬ 
нейный  двуграннаго  угла  при  ребрѣ  8К  (§  146,  теор.  I  н  8  158)  и 
служитъ  дополненіемъ  до  ‘іЛ  къ  плоскому  углу  ВОР  угла  О,  потому 
что  въ  четы реу голышкѣ  ОРЛЕ  угли  АРО  и  ЛІЮ— прямые  (§  50. 
теор.  I).  Точно  глаже  докажемъ,  что  /_ ЦСР  и  /^КВЦ  суть  лямеп- 
ные  углы  двугрампихь  угловъ  при  ребрахъ  81.  я  8М  и  что  они  слу¬ 
жатъ  соотвѣтственно  донолпснісшъ  до  ‘Ы  кч.  плоскимъ  угламъ  РОГ)  и 
ЦОИ  треграннаго  угла  О. 

Такъ  какъ  ребро  ОР  утла  О  нерпеедукулярно  къ  грани  І\81..  то 
/  АРС  есть  лянейний  у  готъ  іаутраинаго  угла  мри  ребрѣ  ОР  и  слу¬ 
житъ  дополненіемъ  до  'ІА  къ  плоскому  углу  К8Ц  треграннаго  угла  8, 
потояѵ  что  въ  четы]іеугольннкѣ  8АРС  углы  8АР  н  ЬСР  прямив 
(§  36,  теор.  I).  Точно  также  докажемъ,  'гео  /  А  ЕЕ  я  .ІТіЦС  суть 
линейные  углы  двуграмиыхъ  угловъ  при  ребрахъ  ОЕ  »  ОЦ  и  что  они 
служатъ  соотвѣтственно  дополненіемъ  до  2<2  къ  плоским ь  угломъ  К 8 Аі 
в  1Д$М  трегрппнаго  угла  8. 

Т.  обр.  треграияме  углы  О  и  8  таковы,  что  плоскіе  углы  одного 
наъ  ипхъ  служатъ  дпиолнепіяип  да  -д  къ  линейнымъ  сюгвѣтствую- 
інихъ  двугранныхъ  угловъ  другаго. 

Теиерь  возьмемъ  внутри  треграапаго  угла  8"  гдѣ  нибудь  точку  О  , 
построимъ  при  этой  точкѣ  греграмныВ  уголъ  О',  котораго  плоскости 
нерпеядихухяриы  къ  ребрамъ  угла  8.  и  опять  докажемъ,  что  ребра 
одного  виъ  атпхъ  трегралпыхъ  угловъ  перпендикулярны  къ  гранями 
.другаго  н  лішейи мс  углы  двуграппыхъ  одного  ивъ  нихъ  служатъ  до¬ 
полненіемъ  до  2 Л  къ  соотвѣтствующимъ  плоскимъ  угламъ  другаго. 

Но  условію  двугранные  углы  треі ранныхъ  угловъ  8  н  8'  равны  и 
одинаково  расположены,  елѣдов.  ихъ  лннеймые  также  равны,  а  по¬ 
тому  н  влоскіе  углы  треграныыхъ  угловъ  О  я  ()'  еоотвітегвеино  равны, 
какъ  дополненія  до  Ы  къ  линейныігі ;  откуда  слѣдуетъ,  что  трегрші- 
ные  углы  О  п  О'  равны.  Если  же  треграняый  уголъ  О  равенъ  тро- 
■  рапному  О',  то  двугранные  и  ііх-ь  линейные  соотвѣтственно  равны, 
а  потому  и  плоскіе  углы  триграммахъ  угловъ  8  и  8',  какъ  допплвс- 
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ііія  до  ‘Ы  въ  екаияашгь  лниеВкымъ  угламъ,  ташке  «оотяЬтствсиио 
равны  п  одинаков®  расположена,  слід.  и  треградиые  угля  8  и  8 
равны  между  собою. 

Замѣчаніе.  Возьмемъ  трегранный  уголъ  8А.ВС  (чер.  268) 
и  продолжимъ  его  ребра;  тогда  по  другую 
сторону  вершины  8  опредѣлится  новый  тре- 
гранний  уголъ  ЗА'В'С'.  Плоскіе  углы  этихъ 
треграинихъ  угловъ  равны  между  собою 
(§  38,  теор.  I),  во  не  одинаково  располо¬ 
жены,  н  потому  эти  треграиіше  угли  со¬ 
вмѣститъ  нельзя,  не  смотря  на  то,  что  дву¬ 
гранные  углы  равны  В8Л.С— В/8А'С',  А8ВС= 
А'ЗВ'С,  А8СВ=А'8С'В'.  Такіе  трсграниые 
углы  иазыв.  симметричными .  Итакъ,  два 
трегранние  угла  нате,  симметричными, 
если  игъ  части,  т.  е.  іпоекіе  и  двугран¬ 
ные  углы,  соотвѣтственно  равны,  но  не 
одинаково  расположены. 


ОТДѢЛЪ  XI  ГТ. 

Мп  омара  н  пи  к  к :  призма,  пп/ні.ѵида  п  правильные 
.ѵнотг/мт  а  а  к  и. 

О  шіогоі  ріііншіііпъ  шкіГіще. 

§  170.  Многогранникъ  есть  геометрическое  тѣло,  огра¬ 
ниченное  со  всѣхъ  сторонъ  пересѣкающимися  плоскостями. 
Эти  плоскости,  взаимно  пересѣкаясь,  образуютъ  геометричес¬ 
кія  фигуры;  стороны  такихъ  фигуръ  налив,  ребрами  много¬ 
гранник»,  а  вершины  —  вершинами  многогранника;  площади 
же,  ограниченным  этими  фигурами,  назыв.  гранями  или  сто¬ 
ронами  многогранника.  Прямая,  соединяющая  всякія  двѣ,  не 
лежащія  на  одной  і'імши  вершины  многограппнка,  назыв. 
діагональю  многогранника 

Плоскость,  проходящая  чревъ  два  ребра,  пе  лежащія  на 
одной  грани,  назыв.  діагональною  плоскостью. 

Простѣйшій  изъ  многогранниковъ  есть  многогранникъ, 
ограниченный  четырьмя  сторонами,  потому  что  тремя  плос¬ 
костями  нельзя  ограничить  пространства. 
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Многогранники  носятъ  названія,  зависящія  отъ  числа  сто¬ 
ронъ,  ихъ  ограничивающихъ,  наир,  многогранникъ,  ограни¬ 
ченный  пятью  сгоронами,  навык,  пятигранникомъ.  Много¬ 
гранники  обозначаются  или  всѣми  буквами,  ноетавлеиішми 
при  вершинахъ  ихъ  тѣлесныхъ  угловъ,  или  двумя  буквами, 
поставленными  на  концахъ  діагоналей. 

§  171.  Всякое  геометрическое  тѣю  нанимаетъ  опредѣ¬ 
ленную  часть  пространства  (,§  2).  Величина  такой  части  про¬ 
странства  намыв,  объемомъ  тѣла;  слѣдов.  объемомъ  тѣла 
гаги  вмѣстимостью  его  малые .  величина  части  простран¬ 
ства,  ограниченной  поверхностью  тѣла. 

Измѣрить  объемъ  тѣла  значить  сравнить  объемъ  его  съ 
какимъ  ннбудь  извѣстнымъ  объемомъ,  принятымъ  за  единицу 
мѣры  объемовъ,  и  узнать  изъ  сколькихъ  такихъ  единицъ  или 
частей  единицы  состоитъ  данный  объемъ. 

За  единицу  объемовъ  тѣлъ  принять  объемъ  куба  —  тѣла, 
ограниченнаго  со  всѣхъ  сторонъ  шестью  равными  квадра¬ 
тами,  изъ  которыхъ  сторона  каждаго  равна  какой  ннбудь 
единицѣ  мѣры  длины.  Поэтому  самыя  единицы  хѣрн  объ¬ 
емовъ  называютъ  кубическими  единицами.  Наир,  кубичес¬ 
кій  аршинъ  есть  кубъ,  всѣ  грани  котораго  суть  квадратные 
аршины. 

Число,  показывающее  сколько  въ  данномъ  объемѣ  заклю¬ 
чается  кубическихъ  единицъ  или  частей  такой  единицы, 
опредѣляетъ  данный  объемъ  и  есть  мѣра  его. 

Отношеніемъ  одного  объема  къ  другому  называется  цѣлое 
или  .дробное  число,  показывающее  сколько  разъ  въ  первомъ 
объемѣ  заключается  второй  или  какая  ннбудь  часть  второго. 
Отсюда  слѣдуетъ ,  что  мѣра  объема  тѣла  есть  отношеніе  объ¬ 
ема  .иного  шѣ.ш  къ  объему  куба,  принятаго  за  единицу  мѣры. 

Тѣла,  имѣющія  равные  объемы  и  нри  наложеніи  совмѣ¬ 
щающіяся,  называются  равными',  тѣла,  имѣющія  равные  объ¬ 
емы,  но  при  наложеніи  не  совмѣщающіяся,  называются  равно¬ 
мѣрными. 

§  172.  Чтобы  опредѣлить  величину  поверхности  геометр, 
тѣла,  надо  намѣрить  эту  величину,  т.  е.  узнать  сколько  рагь 
въ  этой  поверхности  заключается  поверхность,  ирниятая  за 
единицу  мѣры  поверностей  или  сколько  разъ  въ  данной  по¬ 
верхности  заключается  какая  ннбудь  часть  этой  единицы, 
оа  единицу  мѣры  поверхностей  принятъ  квадратъ,  сторона 
котораго  равна  какой  ннбудь  единицѣ  мѣры.  Гакія  единицы 


називаютси  квадратными.  Число,  показывающее  сколько  от» 
данной  поверхности  заключается  квадратныхъ  единицъ  пли 
частей  такой  единицы,  опредѣляетъ  данную  поверхность  и 
есть  мѣра  поверхности. 

Отношеніемъ  одной  поверхности  къ  другой  называется 
цѣлое  или  дробное  числю,  показывающее  сколько  ралт.  въ 
первой  поверхности  заключается  вторая  или  какая  ннбудь 
часть  второй  поверхности.  Няъ  этого  слѣдуетъ,  что  мѣра 
поверхности  есть  отношеніе  той  поверхности  къ  пло¬ 
щади  квадрата,  принятаго  ш  единицу  мѣры.  Т.  обр.  мѣра 
поверхности  всякаго  многогранника  есть  сумма  мѣрь  пло¬ 
щадей  граней,  его  ограничивающихъ. 

Если  два  тѣла,  равны,  то  поверхности ,  и  слѣд.  и  мѣры 
этихъ  поверхностей  также  равны ,  потому  что  при  совмѣ¬ 
щеніи  тѣлъ  поверхности  совмѣстятся.  Поверхности  двухъ 
тѣлъ  могутъ  быть  равномѣрны,  но  не  равны,  если  йтм  по¬ 
верхности  не  совмѣщаются  при  наложеніи. 


Виды  іі  еімі метки  ирияиь 


§  173.  Призма  (терізца,  отшілешшй  кусокъ, — іл-ь  г.'р.ю,  ішюі 
ость  многогранникъ  АВСІЖІ'ЧЩІК  (чер.  269),  у  котораго 
двѣ  грани  суть  равные  многоугольники  АВСІЖ  и  РІШІК, 
лежащіе  въ  иара.глельиыхъ  плоскостяхъ,  а 
остальныя  грани  АВ1К,  ВСНІ,  С1)ОН... .  па¬ 
раллелограммы.  Двѣ  грани  АНС1Ж  и  КОШ  К 
пазив,  основаніями  призмы,  причемъ  одно 
назьів.  нижнимъ,  а  другое — верхнимъ  осно¬ 
ваніемъ.  Остальныя  грани  іі|)нзмы  иазыв.  бо¬ 
ками  ея. 

Высотою  призмы  иазыв.  разстояніе  между 
ея  основаніями,  т.  е.  перпендикуляръ,  опу- 
іцеиный  шгь  к.  и.  точки  одного  основанія  на  друі'ое  или  на 
продолженіе  другаго  основанія  (,§  1СЗ,  слѣд.  3). 

Призмы  пазив,  треугольными  или  трещьанными,  четыре- 
угольнымп  пли  четыреграпнымп,  м  т.  д.,  смотря  по  тому, 
б  у  дутъ- ли  основанія  ихъ  треугольники,  четыреугольнпіаі  п  т.  д. 

Призма  иазыв.  прямою,  если  боковыя  ребра  ея  перпен¬ 
дикулярны  къ  основанію;  призма  пазив,  наклонною,  если 
■токовым  ребра  ея  наклонны  къ  осповаиію. 

Очевидно,  что  боковыя  стороны  прямой  призмы  о  гран  и - 
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чеци  прямоугольниками,  а  наклонной  —  параллелограммами. 
Прямая  призма,  у  которой  осповааія  суть  правильные  .мно¬ 
гоугольники.  иазыв.  правильною.  Прямая,  сооедишпощап  центры 
двухъ  основаній  правильной  призмы,  иазыв.  осью  этой  приз¬ 
мы.  Призма,  которой  основаніи  суть  параллелограммы  или 
прямоугольники,  иазыв.  параллелепипедомъ  (-.л'/ащілѵлгло оѵ,  от. 
з*?«Шч1ое,  параллельный,  п  «йот,  поверхность);  притомъ, 
параллелепипедъ  иазыв.  прямымъ,  если  основанія  его  суть  па¬ 
раллелограммы,  а  боковыя  грани — прямоугольники.  Наир.  па- 


Чвр.  270. 
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раллелепнпед*  ЗгШРфмирд  —прямой 
параллелепипедъ  (чер.  270).  Если 
въ  прямомъ  параллелепипедѣ  и  осно¬ 
ванія  суть  прямоугольники,  то  онъ 
называется  прямоугольнымъ,  т.  е. 
прямоугольный  параллелепипедъ  есть 
такой  параллелепипедъ,  у  котораго 
всѣ  плоскіе  углы  прямые.  Прямоуголь¬ 
ный  параллелепипедъ  АВСІЖРШІ, 
котораго  всѣ  ребра  равны,  есть 
і.-убь  (сііітз,  араб.  ка’Ъ).  Па¬ 
раллелепипедъ  КЗ'Шгаін,  всѣ  сторо-  —  ,  , 

ііы  котораго  суть  ромбы,  иазыв.  ромбоэдромъ  (отъ 
ромбъ,  и  Вр*,  основаніе). 

§  174.  Теорема  I.  Во  веяной  призмѣ  боковыя  ея  ребра 
равны  и  парал.іе.гьни  между  собою. 

Готз.  Такъ  какъ  боковыя  грани  призмы  суть  параллело¬ 
граммы,  то  изъ  параллелограмма  АКРЕ  (чер.  269)  имѣемъ . 
что  АК  равно  и  параллельно  ЕР,  а  изъ  параллелограмма 
ЕРС1)  имѣемъ,  что  ЕР  равно  и  параллельно  ПО.  Откуда 
заключаемъ,  что  АК  —  1)0  (акс.  I)  и  ЛК  ||  1)0.  (§  142. 
тоо]>.  2).  Подобнымъ  образомъ  докажется  равенство  п  па¬ 
раллельность  остальныхъ  боковыхъ  реберъ  между  собою. 

Теорема  2.  Во  всякомъ  паралтлепипедіь  проѵшвупомж- 


ныя  грани  равны  и  параллельны. 

Въ  параллелепипедѣ,  какъ  н  во  всякой 
призмѣ,  основанія  равны  п  параллельны,  а 
потому,  надо  доказать  только  что  боковыя 
протнвуположныя  грани  ЛИОН  и  СПЕР’ 
(чер.  271),  а  также  АВЕН  и  ВСРО  равны 
н  параллельны  между  собою. 

Доказ.  Площади  параллелограммовъ  А  ВОН 
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и  СНЕГ  равны,  потоку  что,  по  теоремѣ  1,  АВ=(Л)=К1''— 
=<ПС.  АН— В(х=СК— І)Е,  и  соотвѣтственные  углы  равны, 
каст,  угли  съ  параллельными  сторонами  ({;  143).  Изъ  равен¬ 
ства  упомянутыхъ  угловъ  слѣдуетъ  параллельность  гранен 
АШН  и  СНЕК  (§  1<>4,  теор.  2.  слѣд.  3).  Но  дойнымъ  обра¬ 
зомъ  докажемъ  равенство  н  параллельность  граней  АТ>ЕН 

н  веке. 

ТмрбМЯ  3.  Псѣ  четыре  діагонали  всякою  параллелепи¬ 
педа  взаимно  пересѣкаются  и  дѣлятся  пополамъ  въ  одной 
точкѣ. 


Хота.  Проведя  діагональную  плоскость  АПК  К  (чер.  272) 
Че>  зтз  чрезъ  ребра  АВ  к  КН,  получимъ  ннраллелог- 
(,  ’  р  раммъ  АВЕН,  потому  что  АК  равна  и  иа- 
Гг  -э  радлельва  ВК  (§  58, теор.  3).  Въ  этомъ  парал- 
/|у\  //.  \  лелогранмѣ  діагонали  АР  н  ВК,  пересѣкаясь. 

Ь  '■/  /  /  }П  дѣлятся  въ  точкѣ  О  пополамъ  (§  58,  теор.  5). 
— РТі  Проведя  діагональную  плоскость  АСтКІ)  чрезъ 
реп ра  АН  и  (тР,  получимъ,  подобно  преды¬ 
дущему,  также  параллелограммъ  АНК1).  въ 
которомъ  та  же  діагональ  АР  пересѣкается 
л  °  съ  діагональю  01)  и  въ  точкѣ  пересѣченія 

дѣлится  пополамъ:  но  какъ  средина  діагонали  АР  есть  точка 
О.  слѣд.  и  средина  діагонали  01)  есть  та  же  точка  О.  По¬ 
добным*  образомъ  докажемъ,  что  средина  чет¬ 
вертой  діагонали  НО  совпадаетъ  съ  тою  же 
точкою  О. 

Теорема  1.  Коалитъ  діаюніиги  прямо¬ 
угольнаго  параллелепипеда  равенъ  суммѣ  Кон¬ 
дратовъ  ваксъ  трехъ  реберъ,  выходящихъ  изъ 
>с  одно  &  вершины. 

Доказ,  0І)І  =  6В*-|-ВІ>,=:01Г1+ЛВ’  + 
+  АІ>*  (чер.  273). 
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1*нпенстао  ііризп'ь. 

§  175.  Тс()|Н‘ЯіІ  1.  Двѣ  Призмы  равны,  если  основаніе, 
одна  сторона  и  двугранный  уголъ  между  ними  одной  приз¬ 
мы  равны  соотвѣтственно  основанію,  одноіь  сторонѣ  и  дву¬ 
гранному  уиу  между  нами  другой  призмы ;  припюл гг  если 
части  яти  одинаково  расположены. 


1!).-,  — 


Даны  днѣ  призмы  ЛИ  и  «7,  (чер.  271),  въ  которыхъ  гра¬ 
ни  Л  ВСІ)К  и  А  ВО  К  Соотвѣт¬ 
ственно  равны  гранямъ  аЬЫс 
и  аЪу(  и  одинаково  расположе¬ 
ны  съ  ними,  л  также  заключен¬ 
ные  между  яти ми  гранями  дву¬ 
гранные  углы  О  БА  К  и  фас  рав¬ 
ны.  Требуется  доказать,  что  яти 
призмы  равны,  т.  е.  при  нало¬ 
женіи  совмѣщаются.  ...  _ 

Цотз.  Совмѣстимъ  призму  аіі  съ  призмою  ЛИ  такт., 
бы'  основаніе  аШс  совпало  съ  основаніемъ  АВС  ПЬ.  Вслѣд¬ 
ствіе  равенства  другряшшхъ  угловъ  фи  и  ОПАР  плос¬ 
кость  грани  аЬчГ  пойдетъ  по  плоскости  грани  ЛВЫ-;  а  но 
равенстве  и  одинаковому  расположенію  граней— грань  аь< у/ 
совпадетъ  съ  гранью  А  ВОК.  причемъ  ребро  п/' совпадетъ  съ 
ребромъ  АР.  Ьо  съ  ВО  и  /у,  «  КО.  Итакъ  Ьс  совпало  п. 
ВС  н  Ьч  съ  ПН.  слѣдов.  параллелограммъ  уЬс/г  совпалъ  с ь 
параллелограммомъ  (іВПІ.  т.е.  еіг  совпало  съ  ПІ  и  ф  съ 
і;ц-  откуда  слѣдуетъ,  что  двугранный  угодъ  ІіуЬа  сокмѣсти.і- 
-Я  съ  двуграннымъ  угломъ  НОВА.  Продолжая  разсуждать 
надобнымъ  же  образомъ  далѣе,  докажемъ,  что  и  «с*  осталь¬ 
ная  ребра  н  грани  призмы  яА  совмѣстятся  съ  реоражі  и 
гранями  призмы  АН. 

Тешюма  2.  Двѣ  приемы  равны,  если  три  граны,  соста¬ 
вляющія  трегрониый  уголъ  одной  призмы,  еоотттешшн- 
но  равны  и  одинаково  расположены  съ  тремя  гранями,  с  о- 
ставтюгцими  шреранный  уголъ  другой  призмы. 

Даны  двѣ  призмы  АН  н  аЬ,  въ  которыхъ  грани  АБЫ  Из. 
Л.ВС4К  н  \ККР  соотвѣтственно  равны  и  одинаково  распо¬ 
ложены  СЪ  гранями  аШг.  аЬуГ  и  аеЦ:  требуется  доказать. 

что  призмы  АН  и  «А  равны.  ,  . 

Догии.  Изъ  даннаго  имѣемъ,  что  плоскіе  углы  ВАН  и  Ьае. 
КАВ  н  і'аЬ.  ІА  К  н  {ас  равны;  нзъ  раиеистна  же  нодннако- 
наго  расположенія  ятихъ  плоскихъ  угловъ  с.тѣдуегь  (_$;  Н)‘.і. 
теор.  1)  равеиство  трегранныхъ  угловъ  А  и  а,  откуда  за¬ 
ключаемъ,  что  и  двуграішые  угли  ОВАК  и .  ціас  Ѵи““»  " 
так-ь  каі.-ь  прилежащія  къ  нимъ  г]>ани  А1КЛЖ  иаШіе,  АКіті 
и  <йн/{  ]іаввы  и  одинаково  расположены,  то  по  предыдущей 
теоремѣ  и  данныя  призмы  равви. 

Теорема  3.  Прямыя  призмы  равны,  если  шъ  огнонінт 

гг  высоты  равны. 
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При  совмѣщеніи  одной  призмы  съ  другою,  основанія  ихъ 
по  равенству  совпадутъ,  п  ребра,  какъ  [швные  перпендику¬ 
ляры,  также  сольются,  а  потому  верхнія  основанія  совпадутъ. 

Подобіе  ирпам'і». 

§  176.  Призмы  называются  подобными,  если  двугранные 
углы  одной  призмы  порознь  равны  двуграннымъ  угламъ  дру¬ 
гой  призмы,  грани  же  призмъ  соотвѣтственно  подобны  в 
одинаково  расположены. 

Изъ  итого  опредѣленія  заключаемъ,  что  всѣ  треграниые 
углы  ихъ  равны,  потому  что  они  составлены  ивъ  одинаково 
расположенныхъ  равныхъ  плоскихъ  угловъ  (§169,  теор.  1): 
я  эти  послѣдніе  будутъ  равны  потому,  что  суть  соотвѣтствен¬ 
ные  углы  подобныхъ  фигуръ.  Ребра,  соединяющія  вершины 
плоскихъ  равныхъ  угловъ  въ  двухъ  подобныхъ  призмахъ,  на¬ 
зываются  сходственными. 

Сходственныя  ребра  подобныхъ  призмъ  пропорціональны, 
какъ  сходственныя  стороны  подобныхъ  фигуръ. 

Т  сере  Л  Л  1.  Дсп  призмы  подобны,  если  двугранный  у  юлъ 
при  основаніи  въ  одной  равенъ  двугранному  углу  при  осно¬ 
ваніи  <п  другой,  а  грани,  составляющія  эти  углы,  соот¬ 
вѣтственно  подобны  %  одинаково  расположены. 

Даны  призмы  АН  и  ак  (чер.  275),  въ  которыхъ  грана 
АВ(Л)Е  и  АВ6Г  соотвѣтетіиш- 
но  подобны  и  одинаково  рас¬ 
положены  съ  гранями  асініе  и 
оЬсД,  а  двугранные  углы  ОБЛІІ 
и  уЬае  раваы.  Требуется  дока¬ 
зать,  что  призмы  АН  и  аіі  по¬ 
добны,  т.  е.  соотвѣтственные 
двугранные  углы  пхъ  равны,  а 
грани,  заключающія  равные  дву¬ 
гранные  углы,  подобны  н  оди¬ 
наково  расположены. 

Док-аз .  Треграниые  углы  В  и  Ь  равны  между  собою,  потому 
что  двугранные  углы  СВАЕ  и  уЬае  равны,  и  также  /  АВС= 
=  А  аЬс  и  /ОВД  =  ^уЬи,  какъ  соотвѣтственные  углы,  по 
условію,  подобныхъ  н  одинаково  расположенныхъ  граней  (§16!.*, 
теор.  2).  Изъ  равенства  же  трегранныхъ  угловъ  В  и  б  заключа- 
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сыъ,  что  двугранный  уголъ  НОВА  равенъ  двугранному  углу 
ІісЬа.  двугранный  уголъ  НОВА  равенъ  двугранному  углу 
Ьфа  п  2  ОВС=  ІіІЬе,  а  изъ  подобія  граней  имѣемъ,  что 
ВО  :  Ьу= АВ  :  аЬ 
ВС  :  Ьс=  АВ  :  не¬ 
откуда  (аксіома  1) 

ВО  :  Ьу= ВС  :  Ьс. 

Итакъ,  параллелограммы  СВСН  н  уЬск  подобны,  потому 
что  имѣютъ  соотвѣтственно  равные  углы  и  проиорціоваль- 
нмя  стороны.  .  , 

ііагѣмъ.  изъ  імѵвснства  двугранныхъ  угловъ  (» 1301)  и  фен 
н  подобія  одинаково  расположенныхъ  граней,  составляющим, 
яти  углы,  точно  также  заключимъ  о  равенствѣ  трсграиныхі. 
угловъ  С  и  с,  а  изъ  этого  послѣдняго  равенства  заключимъ 
о  равенствѣ  двугранныхъ  угловъ  ШСВ  п  гксЬ,  а  также  дву¬ 
гранныхъ  угловъ  ИС1Ж  и  кеде,  и  о  подобіи  параллелограм¬ 
мовъ  ІНСІ)  и  ІШ.  Подобнымъ  образомъ  докажемъ,  что  въ 
обѣихъ  призмахъ  всѣ  треграшше  углы,  лежащіе  при  ниж¬ 
немъ  основаніи,  а  также  двугранные  углы,  составленные  чо¬ 
ковыми  гранями  между  собою  и  съ  нижнимъ  основаніемъ, 
соотвѣтственно  равны.  Двугранные  же  углы,  составленные 
верхнимъ  основаніемъ  съ  боковыми  сторонами,  будутъ  так¬ 
же  соотвѣтственно  равны,  потому  что  суть  дополненія  до 
двухъ  прямыхъ  двугранныхъ  угловъ  двуграннымъ  угломъ, 
лежащимъ  при  нижнемъ  основаніи  и  составленнымъ  этими 
послѣдними — съ  тѣми  же  боковыми  сторонами  (§  165).  Так¬ 
же.  докажемъ  подобіе  всѣхъ  одинаково  расположенныхъ  соот¬ 
ветственных!.  боковыхъ  граней  обѣихъ  призмъ;  верхнія  же  ос¬ 
нованія  будутъ  подобии,  потому  что  они  равны  нижнимъ,  ко¬ 
торыя  даны  подобными.  Итакъ,  въ  обѣихъ  призмахъ  всѣ  дву  - 
гранимо  углы  соотвѣтственно  равны,  а  грани  подобии  и  оди¬ 
наково  расположены,  сдѣдов.  призмы  подобны. 

Теорема  2.  Двѣ  призмы  подобны,  если  три  грани,  со¬ 
ставляющія  треграныы н  уголъ  одной  призмы,  подобны  и 
одинаково  расположены  съ  тремя  гранями,  состав.гяющими 
тггегранный  уголъ  другой  призмы. 

Дано,  что  грани  АВЕНЕ,  АВОЕ  и  ВСНОг  соотвѣтствен¬ 
но"  подобны  и  одинаково  расположены  съ  гранями  аШс,  аоу / 
и  ЪсЬд\  требуется  доказать,  что  призма  АП  подобна  приз¬ 
мѣ.  ак.  .  ,  „Г, 

Доти.  Изъ  даннаго  слѣдуетъ,  что  плоскіе  углы  ЛШ  и 


аЬс,  ЛВ(І  и  аЬу,  015С  и  фс  равны  н  одинаково  располо¬ 
жены,  сдѣд.  и  треграннме  углы  В  я  Ь  также  равны  169, 
теор.  1),  откуда  заключаемъ,  что  н  двугранные  углы  ОВЛЕ 
и  фае  равны,  н  притомъ  заключены  между  двумя  подобны¬ 
ми  н  одинаково  расположенными  гранями  ЛВС1Ж  и  иЪыТе, 
Л1ШР  н  аЪгі/';  слѣд.  по  предыдущей  теоремѣ  призмы  подобны. 

Слѣдствіе.  Псѣ  кубы  подобны,  потому  что  опь  грани, 
какъ  квадраты,  подобны  к  всѣ  двщзанюяе  углы  равны,  как?, 
прямые. 

іеореііа  3-  Прямыя  призмы  подобны,  если  ихъ  основаніи 
подобны,  а  высоты  пропориіопа.пны  сторонамъ  основаній. 

Дано,  что  АВСГЖі  со аіниіе  (чер.  276)  н  тре¬ 

буется  доказать,  что  призма  АН  подобна  призмѣ  аЛ. 

Доказ.  Прямоугольники  А  В  О  К  и  аЬу?  подобны,  потому  что 
А  К  АВ 

Т(/ — аЬ'  1  а|‘ь  какъ  -'«ними  призмы  прямыя,  то  двугранные 


Чер.  -І76. 


к 


углы  СВАЕ  и  уЬае  прямые,  а  по¬ 
тому  они  равны:  сверхъ  того,  по  ус¬ 
ловію  АВСОЕоойЬсйг;  такимъ  об¬ 
разомъ  данныя  двѣ  прямыя  призмы 
имѣютъ  по  равному  двугранному 
углу,  прилежащему  къ  основанію,  и 
но  двѣ  подобныя  н  одинаковымъ  об¬ 
разомъ  расположенныя  грипп,  зак¬ 
лючающія  эти  углы,  а  потому,  по  те¬ 
оремѣ  1 ,  эти  призмы  подобны . 


(Лѣдетіе  Прямоугольные,  параллелепипеды  подобны,  гели 
соотвѣтственныя  ихъ  измѣренія  щюиорціоиа.іъпы. 


ІІ:іи1>|М*пн‘  нопермііктеіі  іфизиъ. 

§  177.  Мѣра  пашой  поверхности  призмы  равна  суммѣ 
мѣръ  площадей  всѣхъ  граней  призмы;  мѣра  боковой  поверх¬ 
ности  призм м  равна  суммѣ  мѣръ  площадей  боковыхъ  граней 
призмы. 

Теорема.  Мѣра  боковой  поверхности  наклонной  призмы 
равна  боковому  ребру  призмы,  умноженному  на  длину  пери¬ 
метра  перпендикулярном  къ  ребру  сѣченія. 


Чер.  277. 


Положимъ,  что  сѣченіе  перпендикулярное  къ  реору  А(і  (чер. 
•277)  ость  лупи  и  докажемъ,  что  мѣра  боковой  поверхно¬ 
сти  призмы  ХІ=(ху-\-уе+хи-\-иі-^-іл).  АС. 

Доказ.  Намѣтивъ,  что  всѣ  боковыя  ребра 
призмы  равны  между  собою  (§  174,  теор.  1), 
т.  С.  Л('.=Т’.1І— П— ....  будемъ  ' имѣть,  что 

мѣра  «л.  парил. іо. . .  ЛИ—  А  Г.  ..су 

В1 = ВН .  ух— А(  <  .уз 
СК=СІ.Л=Лв.» 
и  т.  д. 

Складывая  эти  равенства,  подучимъ,  что 
искомая  мѣра  боковой  поверхности  иризмы  рав¬ 
на  1*и4-«»+«+ . )АО.  Такъ  какъ  оба  ос¬ 

нованія  призмы  равны,  то  мѣра  полной  поверхности  приз¬ 
мы  равна  мѣрѣ  боковой  поверхности  призмы,  сложенном  і.ь 
удвоенной  мѣрой  площади  основанія. 

'  Очевидно,  что  мѣра  боковой  поверхности  прямой  прп.мы 
равна  длинѣ  периметр  основаніи,  умноженной  на  реоро. 

.іа  дач  а-  Ііо  тремъ  ребрамъ  прямоуюлъниге  пара-иелепи- 
леди  опредѣлить  мѣру  полной  поверхности  его. 

Означая  длину  трехъ  рсюеръ  прямоугольнаго  нащо 
лелсішпсда.  выходящихъ  изъ  одной  вершины  буквами  а,  о.  с, 
найдемъ,  что  мѣра  полной  поверхности  прямоугольнаго  парал¬ 
лелепипеда  равна  2 (аЬ+ис  +  Ъс). 

«  173.  Теорема  Мѣры  боковыхъ  им  полныхъ  иоверхно- 
шей  подобныя п  призмъ  относятся  мезюду  собою,  какъ  ква¬ 
драты  сходственныхъ  реберъ. 

Шеи.  Такъ  г.-асъ  нлоіцадн  подобныхъ  фигуръ  относятся 
между  собою,  какъ  квадраты  сходственныхъ  сторонъ  В?  1  П4- 
теор.'  ;»),  то  имѣемъ  (чер.  278) 

АС! _ АВ*  ВН=ВС* 

ау  аЬ*  ’  ЬН  Ъс*  ’ 

Аи+ВН+іи+-__АВ\ 

*якуда  яр+ЬА +  «+.-  аЬ* 

Означимъ  мѣры  боковыхъ  по¬ 
верхностей  призмъ  АН  н  ак  чрезъ 
8  и  *,  тогда  изъ  послѣдней  про¬ 
порціи  будемъ  имѣть,  что 

8  АВ*  (1), 


в  ПІГ 
мѣра  11.1  ■  А  ВС  I)  К 

мѣра  ил.  аЬаП 


АВа 

аЬ’ 


—  2(Ю  — 


•2  мѣра,  ил.  АВСІЖ  _  АВ5 

2  мѣра  пл.  аШг  ~  Пропорція  (1)  и  послѣдняя  да- 

84-2  мѣра  пл.  АВСІЖ  АВ* 

юта  новую  пропорцію:  --р-  -г - - — - — — — . 

в  -+-2  мѣра  ил.  аЪссІс  аІ>- 

Озпачивъ  мѣры  полныхъ  поверхностей  призмъ  АН  и  «А  чрезъ 

«у  ,  8'  АВ* 

о  и  в  ,  получимъ:  — г=— г,- • 

»  по 


:  N 

. і  ’Б 

. Г\. 

\ 

\ 

1 


йр 


— -іс'ч 


ІІии-ІіІіоміс  іміі.еиоиь  н пі. 

■і  17  У.  Теорема  1.  Отношеніе  объемовъ  двухъ  прямо¬ 
угольныхъ  шра.иемпипсдовъ,  имѣющихъ  равныя  основанія, 
но  разныя  высоты,  равно  отношенію  высотъ  ятихъ  парал- 
.шсішпадовъ. 

Даны  два  прямоугольные  параллелепипеда  АК  и  я/(чер.  279) 
Чср  т  имѣющіе  равныя  основанія 

і?  АВСІ)  и  аЪсА,  но  разныя  вы¬ 

соты  АО  и  ар.  Треб.  дока¬ 
зать,  ЧТО 

АГ  _  АО 
а/'  “  ар 

Доказ.  Разсмотримъ  два 
случая  отдѣльно: 

1-й  случай.  Высоты  АО  и  ар  соизмѣримы  и  пусть  общая 
мѣра  пхъ,  прямая  к.  въ  высотѣ  АО  уложилась  т  разъ,  а  гь 
высотѣ  ар— и  ранъ;  тогда  АО  =  тк  и  ар  —  пк.  Раздѣливъ 
первое  равенство  на  второе,  получимъ: 

“=”  (1). 
ар  и 

Проведемъ  чревъ  всѣ  точки  отложенія  общей  мѣры  на  вы¬ 
сотахъ  АО  и  ар  плоскости,  параллельныя  основаніямъ.  Эти 
плоскости  дадутъ  площади  сѣченій  равныя  площадямъ  осно¬ 
ваній,  потому  что  стороны  этихъ  сѣченій  соотвѣтственно 
равны  и  параллельны  сторонамъ  основаній  (§  1Г>3,  с.тѣд.  I) 
п  углы,  заключенные  между  параллельными  сторонами,  тоже 
ітвііы  (1;  143).  Тогда  нарадлелетіпедъ  АР  раздѣлится  на 
ш,  а  параллелепипедъ  а{ — на  и  параллелепипедовъ,  которые 
всѣ  между  собою  равны,  потому  что  имѣютъ  равныя  боко¬ 
выя  ребра,  перпендикулярныя  къ  равнымъ  основаніямъ,  а 
поэтому  при  наложеніи  совмѣстятся  другъ  съ  другомъ.  Озна- 


—  201 


(2). 


чшзъ  объемъ  одного  изъ  вновь  полученныхъ  параллелепипе¬ 
довъ  черезъ  р.  имѣемъ.  что  АѴ=тр  и  а/'—пр.  Раздѣливъ 
первое  равенство  иа  второе,  получимъ: 

А  Г  да 
а(~  ~~  п 

Сравнивая  пропорція  (1)  н  (2).  подучилъ: 

АГ_  АО 
я/"  ~  ар  - 

2-й  случай.  Докажемъ  справедливость  этой  теоремы  въ 
томъ  случаѣ,  когда  высоты  АО  и  ад  (чер.  280)  несоизмѣ¬ 
римы.  Предположимъ,  что  въ  этомъ  случаѣ  отношеніе  объ- 
АР  „ 

емовъ  параллелепипедовъ  не  будетъ  равно  отношенію  их ь 


АО 

высотъ  —  .  наир. 
ар 


АК 

пусть  -щг  < 


АС. 

Щ! 


Чтобы  это  неравенство 


АО 


обратить  въ  равенство,  надо  уменьшить  дробь  ,  т.  е. 

должно  выбрать  такую  прямую  АХ  меньшую  АО,  чтобы  отпо- 

АХ  .  АГ  ,  . 

ніеніе  равнялось  отношенію  -^уг,  т.  с.,  чтооы  оы.ю 

аі;=-іх  (і). 

а/’  ар 

Ватѣмъ,  раздѣла»! ъ  высоту  ар  параллелепипеда  а/- на  рав¬ 
ныя  части,  меньшія  прямой  ОХ  и  одну  изъ  этихъ  частей  бу¬ 
демъ  откладывать  на  прямой  Чер  ^ 

АО  отъ  точки  А;  тогда  по 
краГшей  мѣрѣ  одно  и  та  дѣ¬ 
леній  упадетъ  между  точка¬ 
ми  О  и  X,  наир,  въ  какой 
нибудь  точкѣ  У.  Черезъ  точ¬ 
ку  У  параллельно  основанію 
проведемъ  плоскость  УК  и 
получимъ  параллелепипедъ  АК.  высота  котораго  А  У  будетъ 
соизмѣрима  съ  высотою  ар  паллелешгаеда  «/":  поэтому,  ни 
основаніи  1-го  случая,  имѣемъ: 

=  02.. 

<Ч  ар 


Раздѣливъ  (1)  иа  (2)  полученъ  пропорцію 
АР  _  АХ 
АК  -  АТ  ’ 


что  невозможно, 


потому  что 
АР 

ТГ  >  1  >  !1 

АК 


('дѣдов,  невозможно  допустить,  чтобы  отношеніе  объемовъ 

АР  ‘  .  АО 

— г.  было  меньше  отношенія - 

а/  Щ 

АР 

Подобнымъ  образомъ  докажемъ,  что  отношеніе  иу.  не 
АО  АР  АО 

можетъ  быть  болѣе  отношенія  — •  Итакъ,  — .  —  —  (икс.  У), 
ш)  и[  а(/ 


что  и  требовалось  доказать. 

Слѣдствіе.  Если  въ  прямоугольномъ  паралллениш-.дп  осно¬ 
ваніе  постоянно,  а  высота  измѣняется,  то  объемъ  такого 
прямоугольнаго  параллелепипеда  щюпорціоналенъ  ш мѣняю¬ 
щейся  высотѣ. 


Теоре.НЯ  2.  Отношеніе,  объемовъ  двухъ  прямоугольныхъ 
пара. /лелепипедовъ,  имнаощихъ  равныя  высоты,  но  разныя 
основанія ,  равно  отношенію  площадей  ихъ  основаній. 

Дано,  что  прямоугольные  параллелепипеды  АР  и  я/'  (чер. 
281)  имѣютъ  равныя  высоты  АО  и  ад,  но  разныя  основанія 
ЛИСТ)  н  аЪЫ;  требуется  доказать,  что 


АР  АНСИ 


а(  '  аЪа( 
г1окиз.  Построимъ  третій  ария  о  у 
Чер.  281, 


сольный  параллелешніедъ 
А'Р1,  имѣющій  высоту 
А'О',  равную  высотѣ  дан¬ 
ныхъ  парадделеишхедовъ, 
а  основаніе — прямоуголь¬ 
никъ,  одна  сторона  ко¬ 
тораго  А' В'  равна  сто¬ 
ронѣ  АП  основанія  па¬ 
раллелепипеда  АР.  а  дру¬ 
гая  В' О'  равна  сторонѣ 


Ос  основанія  другаго  параллелепипеда  а[.  Прямоугольники 
АНКОи  А'В'К'О'  равны,  понтему,  принявъ  ихъ  за  основанія. 


а  ребра  ПС  и  іѴѴ  за  высоты  параллелепипедовъ  АР  н 
А' Г',  но  предыдущей  теоремѣ,  получимъ: 

АР  _  ВС  . 

А'Р'  —  ІРС'  ’ 

такъ  какъ  прямоугольники  В'С'К'К'  и  Ьс/1'  равны,  то.  нрн*- 
нявъ  ихъ  за  основанія,  а  ребра  А'П  и  иЬ  за  высоты  па¬ 
раллелепипедовъ  А'Р'  и  а/,  получимъ: 

А'Р'  А'В' 


а/  иЬ 

Перемноживъ  полученныя  пропорціи,  будемъ  имѣть: 

**  =  но  А'П'=АН  и  И'С'=б« 

«/'  аЬ .  В  о 

АР  А  В.  ВС  АР  _  ЛИСП 

сгЬд-  ~а(  ~  аЬ.Ьс  ИЛ“  «/'  ""  аШ 


СЛѢДСТВІЕ  Если  въ  прямоугольномъ  пи2киие.*епипедіь  вы¬ 
сота  постоянна,  а  основаніе  измѣняется,  то  объемъ  та¬ 
кою  параллелепипеда  про  нор  піона  ленъ  измѣняющейся  пло¬ 
щади  основанія. 

Те* рема  3.  Отношеніе  объемовъ  двухъ  прямоугольных ■ 
нарилгелепнпедовъ,  имѣющихъ  разныя  основанія  и  высоты, 
равно  произведенію  отношенія  площадей  ихъ  основанія  и а 


отношеніе  их *  высотъ. 

Даны  дьа  нрямоутольные  парад 
которыхъ  высоты  АС  п  ад, 
а  также  основанія  АВСІ)  н 
аЬс(1 — различны.  Требуется  до¬ 
казать,  что 

АР  _  АВСІ)  АО 
«/'  аЬЫ  ад 
Доказ.  Построимъ  третій 
параллелепипедъ  А'Р',  основа¬ 
ніе  А'В'С'П'  котораго  равно 
основанію  АВСІ)  параллелепи¬ 
педа  АР.  и  высота  А'О'  рав- 
иялась  бы  высотѣ  ад  паралле¬ 
лепипеда  и/-. 

АР 

Но  теор.  1  имѣемъ  = 

ѴР' 
а/'  ~ 


ілелешшеда  АР  и ч( (чер.  282 ) 
Чер.  282. 


АО 

«0 

АВСР 
аЬсА  ’ 


я  но  теор.  2 


.Перемножимъ  эти  двѣ  пропорціи  и  найдемъ,  чти 
АК  _  АВС1)  АО 

а[  аЬссІ  ау 

І5  180.  Теорема.  Мѣра  объема  прямо-угольнаго  пара.іле- 
.гепипеда  равняется  произведенію  мѣры  площади,  его  осно¬ 
ванія  на  высоту  или  произведенію  чисс-іъ,  выражающихъ 
д.шны  трехг  ею  измѣреній. 

Пусть  данъ  куб*  ап  (чер. 
283).  принятый  за  единицу  мѣ¬ 
ры  объемовъ,  ребро  иотораім 
аЪ—ай—ат  есть  единица  дли¬ 
ны,  и  пусть  данъ  какой  шібудь 
прямоугольный  параллелепипедъ 
АХ,  площадь  основанія  котора¬ 
го  АВСІ)  имѣетъ  мѣру  В,  а 
выеота  АМ — длину  Н.  Означивъ 
черезъ  V  мѣру  объема  пара.ілелепииеда  АХ,  докажемъ,  что 

ѵ  =  в.н. 


Чср.  283. 


Доказ.  По  предыдущей  теоремѣ  имѣемъ: 

АХ  АВСІ)  АМ 
ап  ~~  аЪсЛ  аін 


АК 

Въ  «томъ  равенствѣ  отношеніе  объемовъ  — —  равно  чис- 

іу  V,  измѣряющему  объемъ  даннаго  параллелепипеда  АХ 
кубомъ  ан.  объемъ  котораго  принятъ  за  единицу  мѣры  объ- 


•  АЖ:І) 

емокъ;  отношеніе  — ^г-  есть  число  В.  измѣряющее  пло¬ 
щадь  основанія  параллелепипеда  квадратомъ  «бей.  который 

АМ 

есть  единица  мѣры  площадей,  и  отношеніе  —  есть  число 


Н,  выражающее  результатъ  измѣреніи  высоты  АМ  единицею 
мѣры  ат.  С.тѣд.  послѣднее  равенство  показываетъ,  что  мѣра 
объема  прямоугольнаго  параллелепипеда  равняется  произве¬ 
денію  числа,  выражающаго  мѣру  площади  его  основанія,  на 
числа,  выражающее  длину  его  высоты,  лишь  бы  только  за 
кубическую  единицу  мѣры  прпиатъ  былъ  кубъ,  ребро  кото¬ 
раго  есть  линейная  единица  вѣры.  т.  е. 

V  —  В .  II. 


Обыкновенно  это  выражаютъ  кратко,  хотя  не  точно,  такъ: 
Объемъ  прямоугольнаго  пиралле-юпипеда  равенъ  произведе¬ 
нію  основанія  на  высоту. 

§  181.  ТеарбМЯ-  Мѣры  объема  прямой  треугольной  приз¬ 
мы  равна  произведенію  мѣры  площади  ея  основанія  но 
высоту. 

Означимъ  чрезъ  V— мѣру  объема  прямой  треугольной  приз¬ 
мы,  чрезъ  В  и  Н — соотвѣтственно  мѣру  площади  основанія 
и  длину  высоты  призмы.  Требуется  доказать,  что 

У  =  в.н. 

Треугольникъ,  лежащій  въ  «ено ваши  прямой  призмы,  мо¬ 
жетъ  быть  прямоугольный ,  остроугольный  н  тупоугольный; 
разсмотримъ  каждый  изъ  «ихъ  случаевъ  отдѣльно. 

1- й  с.  сучий .  Пусть  дана  прямая  треугольная  призма  АИСТ  I'  О 
^чер.  284),  основаніе  которой  есть  прямоугольный  дАВС. 

Доказ.  Проведемъ  чрезъ  ребро  КС  плоскость,  параллель¬ 
ную  грани  АВЕІ),  а  чрезъ  ребро  ВЬ — плос¬ 
кость,  параллельную  грани  А  ОГО.  Эти  плос¬ 
кости  пересѣкутся  между  собою  но  прямой 
N0,  в,  встрѣчаясь  съ  продолженными  гра-  г> 
иями  верхняго  и  нижняго  основаній,  ограни¬ 
чиваютъ  тѣло  АХ.  Это  тѣло  есть  параллелепи¬ 
педъ,  такъ  какъ  протпвуноложния  грани,  по  -с _ і(, 

построенію,  параллельны,  и  каждая  граиь,  [■•'  |/ 

иапр.  АВ6С,  есть  параллелограммъ,  потому  А 
что  АВ  ІІ  СО,  какъ  Сѣченіи  двухъ  параллельныхъ  плоскостей 
АЕ  и  СХ  третьей  плоскостью  АО  (§  163,  с.гѣд.  1),  н 
ВО  ||  АС,  какъ  сѣченія  двухъ  параллельныхъ  плоскостей  ИХ 
ц  А  К  той  же  плоскостью  АО.  Прямая  треугольная  призма 
ВСОХЕК  равна  дайной  призмѣ,  потому  что  эти  двѣ  призмы 
имѣютъ  основаніями  равные  треугольники  (§  58,  теор.  4) 
и  высотами  нхъ  сл ужать  равныя  ребра,  перпендикулярныя 
къ  основаніямъ,  слѣдов.  онѣ  совмѣстятся  при  наложеніи.  По 
§180  мѣра  объема  прямоугольнаго  параллелепипеда  АХ, 
или  2Ѵ,  равна 

мѣрѣ  2  пл.  д  АВС  .  АП  —  2 В  .  И;  слѣдов. 

V  =  В  .  II. 

2- й  случай.  Пусть  дана  прямая  треугольная  призма 
АВСГЕІ)  (чер.  285),  оспованіе  которой  есть  остроугольный 
д  АВС. 


,/вш 


,  Проведем* 
Чп>.  2Э5 


чрезъ  какое  нибудь  боковое  ребро, 
аапр.  Л1).  плоскость  А1)ХС».  пер¬ 
пендикулярную  к*  нротавупо.тож- 
ной  этому  ребру  грани  ВК,  тогда 
данная  призма  раздѣлится  на  двѣ 
іі]ш;іііы,  основаніями  которых*  слу¬ 
згать  прямоугольные  треугольники 
АР>0  н  АСО,  и.  по  1  случаю,  бу¬ 
дем*  имѣть: 

мѣра  объема  призмы  АВГіХЕВ— 
--мѣрѣ  іи.  Д  АВО .  А1) 
мѣра  объема  призмы  АСгСРЯ1)= 
—  мѣрѣ  п.т.  Д  АСтС  .  АГ). 


Сіожмиъ  эти  равенства,  получимъ,  что 

Ѵ=( мѣра  гм.  дАЖг4-мѣра  п.і.  ДАѲС).  АП 
Ѵ  =  В.1і. 

.Ѵ-й  случай.  Пусть  дана  прямая  треугольная  призма 
-Ѵ'В'С'К'Е'ІУ,  основаніе  кпто)Юй  есть  тупоугольный  дА'ВЧ”. 

г[онгш.  Проведемъ  чрезъ  |>ебро  А'В' .  выходящее  изъ  вер¬ 
шины  тупяго  угла  ДА'В'С',  плоскость  А'іУХ'Н',  пернендп- 
гу.іярную  къ  грани  В'К\  и.  разсуждая  такъ  же.  какъ  во 
случаѣ,  опять  найдемъ,  что 

V  =  В  .  н. 

^  ]8-_>.  Тсорсяа.  Мѣра  объема  всякой  треугольной  прил¬ 
ип  равняется  мѣрѣ  гыощади  одной  шг  боковыхъ  граней 
призмы,  умноженной  на  половину  разстоянія  ятой  грани 
нт  против у. гежащаго  ей  ребра. 

Пусть  дана  треугольная  наклонная  призма  АВСКІЖ  (чер. 

286);  требуется  доказать,  что  мѣра 
ея  объема  \'  равняется  произведенію 
мѣры  площади  одной  изъ  боковыхъ 
граней,  наир,  грани  АСЕІ),  на  по¬ 
ловину  разстоянія  ВО  этой  грани  отъ 
противѵдежащаго  ей  ребра  ВК,  т.  е. 

„  ВГ. 

V  =  мѣрѣ  н.і.  А0П>.  -д—  ' 

Докая.  Проведемъ  черезъ  перпен¬ 
дикуляръ  ВО  и  вершину  К  плоскости 
ВМХ  и  ЕР  У,  перпендикулярныя  къ 
ребру  ВК  и  слѣд.  параллельныя  между 
собою  (§  164,  теор.  1),  которыя  съ 
гранями  данной  призмы  н  ихя.  ирод.и- 


Чер.  гае. 
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агоніями  образуютъ  прямую  призму  ВМХуРК.  Докажемъ,  что 
многогранникъ  АСВМХ  равенъ  многограннику  ІЖКІЧ,).  Въ 
саломъ  дѣлѣ,  д  ВМХ  =  д  ЕР(Х»,  какъ  основанія  прямой 
призмы,  ребро  ф<’=ребру  N0,  такъ  какъ  В  К  —  Ч»Х— КС 

«ли  ук  +  кх=га  +  яс, 

откуда  С* !'  =  ХС. 

Тась  же  докажемъ,  что  РІ)=МА.  Если  совмѣстить  ипж- 
цій  многогранникъ  съ  верхнимъ  такъ,  чтобы  основанія  ихъ 
МХВ  н  РуЕ  совпали,  то  ребра  ХС  н  МА  пойдутъ  соотвѣт¬ 
ственно  по  ребрамъ  і,Ж  и  Р1>.  какъ  перпендикулярным  іп 
совмѣщеннымъ  основаніямъ,  и  по  равенству  этн.ѵь  реберъ 
точка  ('  ѵпадеті.  въ  К  и  А  въ  I):  слѣд.  сказанные  много¬ 
гранники  совмѣстятся,  а  потому  оии  равны.  Данная  призма 
равномѣрна  прямой  призмѣ  МХВЕІЧ^.  потому  что  если  отъ 
всего  многогранника  А В(\Ж1'  отнимемъ  верхній  многогран¬ 
никъ  І)ЕЕР<І,  то  получимъ  данную  призму,  а  если  отъ  всего 
многогранника  ЛВ(\»ЕР  отнимемъ  нижиій  много граивиігь 
ЛСВМХ,  то  получимъ  прямую  призму  МХПЕР^І.  Мѣра  объ¬ 
ема  прямой  п]шзмы,  слѣдов.  и  данной  призмы,  равна  мѣрѣ 
площади  дВМХ.ВЕ  ($  181).  но 

мѣра  ил.  дВМЦ  =  МХ.~  ($161)  н  ВК  =  А0;  поэтому 

вс;  р,<;  В(і 

V  — МХ  .  —  .  АІ)  =  ЛХ  .  А1>  .  —  =  мѣрѣ  нл.  АСКП.-^- 

•{анѣчаліе.  Діинвштг.іьство  псыгтгя  тоині  в  въ  случаѣ,  если  іиое- 
кость  ІіЫХ  не  вс|И!(гЬчстъ  иба  Ш'Ора  АП  и  01-  и.ш  одно  іг-.з.  нихъ, 
а  иересілсті.  ихъ  нролчлженіи. 

Слѣдствіе.  Всякій  пара-шлепипедъ  дн.птся  діагональ¬ 
ною  плоскостью  на  "вѣ  равномѣрныя  треуиі.ѣныя  призмы. 

Из.  самомъ,  дѣлѣ,  ггара.ілсдсшшедь  ЛК  (чор.  287)  дѣлится 
.илосісоетью  В1)НЕ  на  двѣ  призмы  ВЕШНИ-  и  АВІ)НІ’  К. 
мѣры  объемовъ  которыхъ  равны , потому  что.  но  доказанной 
теоремѣ,  мѣра  объема  призмы  ВСШШЕ. 
равна  мѣрѣ  площади  грани  1)0011,  умно¬ 
женной  на  половину  ралстояніа  этой  грани 
отъ  ребра  КВ  и.ш  отъ  против  у  подомной 
грани  АВКЕ,  а  мѣра  объема  призмы 
АВШ I К Е равна мѣрѣ  площади  грани  АВЕ  Е 
на  половину  разстоянія  этой  грани  отъ 
ребра  НО  или  отъ  противуположиой  грани 
І)СОМ:  притомъ  грань  РССтН  равна  грани 


Чвр.  2Я7. 


АВЕЕ  (>$  174,  теор.  2)  и  разстояніе  между  ними  вездѣ 
одинаково  (§  163.  слѣд.  3). 

§  183.  Тсѳ|м:ла  I.  Объемъ  всякой  треугольной  веризмы 
измѣряется  произведеніемъ  мѣры  площади  основанія  на 
высоту. 

Пусть  дана  наклонная  треугольная  призма  АІШНЕЕ  (чер. 
288);  означимъ  чрезъ  V  мѣру  ея  объема,  чрезъ  В — мѣру 
площади  основанія  Д  АВ1),  ц  чрезъ  Н — длину  высоты  ЕК. 
Докажемъ,  что 

V  =  ВН. 
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Дики.  Проведемъ  черезъ  ребро  ВГ  плоскость,  параллель¬ 
ную  грани  АЙНЕ,  и  чрезъ  ребро  1)Н  — 
плоскость,  параллельную  грани  АВЕЕ.  По¬ 
добно  тому,  какъ  въ  §  181,  докажемъ,  что 
эти  плоскости,  пересѣкаясь  между  собою 
по  прямой  СО  и  съ  продолженными  гранями 
верхняго  п  ннжшіп»  основаній,  огранича- 
шиогь  парал  іс.ісіпшедъ  АО.  На  основаніи 
слѣдствія  предыдущей  теоремы  мѣра  объ¬ 
ема  данной  призмы  равна  половинѣ  мѣры 
объема  построеннаго  параллелепипеда  АО. 

Если  проведемъ  діагональную  плоскость  БОНЕ  въ  парал¬ 
лелепипедѣ  АО,  то  отдѣлимъ  новую  призму  АВСРНК, 
мѣра  объема  которой,  на  основаніи  того  же  слѣдствія,  равна 
тоже  половинѣ  мѣры  объема  построеннаго  параллелепипеда 
АО.  Сяѣдов.  мѣра  объема  V  дайной  призмы  равна  мѣрѣ 
объема  новой  треугольной  призмы  А  ВОВНЕ.  Но,  по  преды¬ 
дущей  теоремѣ,  мѣра  объема  послѣдней  призмы  равна  мѣрѣ 
площади  боковой  грани  ея  А  ВОВ,  умноженной  на  половину 
разстоянія  этой  грани  отъ  протввуаоложнаго  ребра ЕН,  т.  е. 

ЕК 

на  — р,  поэтому  и 

ЕК  мѣрѣ  п.і.  2ДАВВ.ЕК 
Ѵ=мѣрѣ  п.і.  ЛВС!)  .  -у  = - 2 - ИЛЯ 


V  —  В  .  Н. 


Слѣдствіе  I.  Мѣра  объема  всякою  параллелепипеда  равна 
мѣрѣ  іиощади  ею  основанія,  умноженной  на  высоту,  по¬ 
тому  что  онъ  дѣлится  діагональною  плоскостью  на  двѣ  равно¬ 
мѣрныя  треугольныя  призмы,  сумма  основаній  которыхъ  со¬ 
ставляетъ  основаніе  параллелепипеда. 


—  2  ОУ  — 


Слѣдствіе  2  Параллелепипед ы  съ  равномѣрными  осно¬ 
ваніями  и  равными  высотами  равномѣрны. 

Теорема  2.  Мѣра  объема  веяной  мноюую.ппой  призмы 
равна  мѣрѣ  площади  основаніи  си  ни  высоту. 

Дана  наклонная  многоугольная  призма  А1  (чер.  289). 
Означимъ  чрезъ  У  мѣру  объема  призмы, 
чрезъ  В — мѣру  площади  ея  основанія,  а 
чрезъ  II  —  высоту,  п  докажемъ,  что 

ѵ=в.н. 

,7 о  коз.  Проведемъ  чрезъ  какое  пибудь 
ребро  АЕ  діагональныя  плоскости,  которыя 
раздѣлятъ  данную  призму  на  треугольныя 
призмы,  высоты  которыхъ  одинаковы  съ  вы¬ 
сотою  дайной  призмы,  а  сумма  площадей 
ихъ  основаній  составляетъ  площадь  основанія  данной  призмы, 
поэтому,  найдя  по  теор.  1  мѣру  площади  каждой  изъ  тре¬ 
угольныхъ  призмъ  и  сложивъ  эта  мѣры,  получит. 

V  =  В  .  Н. 


Чер  289. 


Слѣдствіе  1.  Мѣра  объема  веяной  прямой  призмы  равна 
произведенію  мѣры  площади  ея  основанія  на  боковое  ребро. 

Слѣдствіе  2-  Отношеніе  объемовъ  двухъ  призмъ  равно 
произведенію  отношеніи  площадей  и.съ  основаній  на  отно¬ 
шеніе  высотъ. 


Слѣдствіе  3.  Если  основаніе  призмы  постоянно,  и  вы¬ 
сота  измѣняется,  то  объемъ  призмы  пропорціошиень  вы¬ 
сотѣ.  Если  же  высота  призмы  постоянна,  а  основаніе 
измѣняется,  то  объемъ  призмы  пропорціоналенъ  іиощади 
основанія. 


Чер.  290. 


§  184.  ТеврстіЯ-  Мѣры  объемовъ  подобныхъ  призмъ  отно¬ 
сятся  между  собою  какъ  кубы  сходственныхъ  реберъ. 

Дотз.  Означимъ  мѣры  объе¬ 
мовъ  призмъ  АН  п  яЛ  (чер.  290) 
чрезъ  V  и  ѵ,  мѣры  площадей  ос¬ 
нованій  ЛВСІ)КнйЬ«7с  п  высоты 
ГО  н  /о  тѣхъ  же  призмъ  озна¬ 
чимъ  соотвѣтственно  чрезъ  В  п 
Ь,  Н  и  /г.  тогда  будемъ  имѣть, 

V  в  н 

’1Т0  -  =  п  (1)- 

Изъ  подобія  прпзмъ  АН  и  оЛ 
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слѣдуетъ,  что  трсгранные  углы  А  и  а  і«шш  между  собою  и 
прими  этихъ  угловъ  одинаково  расположены  (§  17(і),  а  потому 
при  наложеніи  А  н  «  совмѣстятся,  причемъ  ]>ебро  аЬ  пой¬ 
детъ  НО  ребру  АВ,  ас  —по  АК  и  я/'— но  А  Г.  И:іъ  этого 
можно  заключить,  что  уголъ  прямой  АР  съ  плоскостью  осно¬ 
ванія  АВСІЖ  равенъ  углу  прямой  а(  съ  плоскостью  осно¬ 
ваніи  аЬЫс,  т.  е.  /РАО  =  АІ'ао  (§  156).  Прямоугольные 
треугольники  АРО  и  а(о  подобны,  потому  что  /  ГАО  = 
=  А!'ао  (§  93,  теор.  4,  сдѣд.  2),  откуда 
ГО  _  ГА  РА  АВ 

1о~  Ій’  но  Та=-йЬ®  ,7К>-  *■  - 
И  _  АВ  В  АВ5 

А  аЬ  '  1акже  ~Ъ~~аЪ*'  104-  теоР*  *)• 

Вставивъ  къ  пропорцію  (1)  вмѣсто  -^-  и  ~  ихъ  выра¬ 
женія  получимъ 

X  __  А15' 

г  ~  аЬ*  ' 


Чеі>.  2Ш. 


ІВндьі  И  еноііеюо  иирн.ннд'і.. 

?!  185.  Пирамида  (торяріе,  йог,  —  т.  египетскаго  рігошіі 
есть  многогранникъ  (чер.  291),  у  котораго  одна  грань  мно¬ 
гоугольникъ  АВСБЕ,  а  другія  грана  суть  треугольники,  схо¬ 
дящіеся  въ  одной  точкѣ  8.  Эта  точки  .8 
называется  вершиною  пирамиды.  Много¬ 
угольникъ  АВСІЖ  называется  основаніемъ 
пирамиды.  Перпендикуляръ  80,  опущенный 
изъ  вершины  пирамиды  на  основаніе  или 
на  его  продолженіе,  называется  высотою 
пирамиды.  Перпендикуляръ.  опущенный  и:п. 
вершины  пирамиды  на  сторону  основанія 
пирамиды,  наир.  8М, называется  аповемою. 
Пирамиды  называются  треугольными  или  трегранішми .  чс- 
шреуго.іьными  или  четыреграмнымн  и  т.  д.  смотря  потому, 
будутъ  ли  основанія  ихъ  —  треугольники,  четыреуголыій- 
К-И  и  т.  д. 

Плоскость  8  ВО,  проходящая  чрезъ  два  ребра  и  не  совпа¬ 
дающая  съ  гранью  пирамиды,  назив.  діагональною  плоскостью. 


-  й!  I  — 

Всякую  миогоуг.  пирамиду  8  А  ВОЕ  можно  раздѣлить  діагонплі.- 
ными  плоскостями  на  треуг.  пирамиды  8АВЕ.  8ІШЕ,  8В01). 

Если  инрамнда  8 АВСІЖ  (чер.  292)  имѣетъ  Чо()  ^ 
своимъ  основаніемъ  правильный  ішогоу. голь- 
инкъ  А1301Ж,  центръ  котораго  (.1  совпадаетъ 
съ  основаніемъ  высоты  80  пирамиды,  то 
такая  пирамида  на»,  правильною .  Высота  80 
правильной  пирамиды  иаз.  осью  пирамиды.  Оче¬ 
видно,  что  треугольники  8АВ,  8 ПС.  8СІ>,  8ІЖ,  к/ 

8ЕА,  составляющіе  боковыя  грани  правильной 
пирамиды,  равны  между  собою,  потому  что  реб¬ 
ра  А 8,  В8.С8  и  т.  д.  ііавны  (§  151,  теор.  1).  а  АВ=В(.<= 

=  С0  = . .  какъ  стороны  правильнаго  многоу голышка. 

Всѣ  алооемы  правильной  пирамиды  8.М,  8.Ч....  также,  равны 
между  собою  (§  53,  теор.  4,  елѣд.  4). 

§  186.  Теорема  I.  Плоскость,  проведенная  чрелъ  к.  н. 
точку  Соковаго  рсСра  параллельно  основанію  пирамиды,  1)  пе¬ 
ресѣкаетъ  всю  Соковый  реСра  и  высоту  пирамиды  и  дѣ¬ 
литъ  ихъ  на  части,  пропорніони-іьнын  между  собою,  3)  пе¬ 
ресѣкаясь  съ  Соковыми  сторонами  пирамиды,  даешь  въ  сѣ¬ 
ченіи  многоугольникъ,  подобный,  основанію,  и  .7)  отношеніе 
площади  итога  многоугольники  сѣченія  къ  площади  много¬ 
угольника  основанія  равна  отношенію  квадратовъ  ихъ  раз- 
стояній  отъ  вертите  пирамиды. 

Чрезъ  точку  и  ребра  .48  пирамиды  8АВС0Е  (чер.  293) 
проведенъ  параллельно  основанію  АВСІЖ 
плоскость  МХ,  которая  пересѣчетъ  боко¬ 
выя  ребра  Д8,  В8.  С8....  въ  точкахъ  а. 

Іі,  с....  и  высоту  80  въ  точкѣ  о,  а  боко¬ 
выя  граии  А8В,  ВХС.  С8І)...  по  прямымъ 
аЬ,  Ііс ,  которыя  составятъ  много¬ 

угольникъ  иітіе.  Требуется  доказать,  что 
А8  В8  С8  _80 


Чв|*.  -ТЗ. 

■V 


«я  Іі  и  си 

2)  АВСІЖ  со  иіеде 
ил.  АВСІЖ  80* 

п  3) 


4 

Ф 


пл.  а/ісііс  во* 

Докаг.  11  Проведемъ  чрезъ  высоту  80  и  к.  н.  боковое 
ребро  А8  данной  пирамиды  плоскость,  которая  пересѣчетъ 
основаніе  ЛИСПЕ  и  плоскость  сѣченія  иІісДс  по  прямымъ 

и* 
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АО  и  ао.  Прямым  АВ,  НС,  СР,  РЕ,  ЕЛ,  АО  соотвѣтствен¬ 
но  параллельны  прямымъ  «6,  Ьс ,  с</,  Не,  га,  ао  ($  1СЗ. 
слѣд.  1),  поэтому  имѣемъ 

АЗ _ В8 _ С8 _ Б8 _ К8 _ 80 

«8  6з  С9  Нз  ез  зо~  ^  85’  т'  *)• 

2).  Такъ  какъ  прямая  АВ  параллельна  аЬ,  то  дА8Всс 
Аа&іі  (§.  92)  и  потому 

АВ  _  В8 

аЬ  6а 

Такъ  какъ  прямая  ВС  параллельна  пряной  Ьс,  то  д  В8С'сс 
Д  Ьзс  н  потому 

ВС  _  В8 

Ьс  ~  6.5 

Въ  этихъ  двухъ  пропорціяхъ  вторая  отиотеиііі  ]іаены , 
сл-Ьд.  и  первыя  отношенія  равны,  т.  е. 

А  В  _  ВО 
аЬ  Ьс 

Подобнымъ  образомъ  докажемъ,  что 

ВС_  СО  СР  _  РЕ  РЕ  _  ЕА 

Ьс  Ы  Ы  Не  Не  са  ’ 

откуда  получимъ,  что 

АВ  _  ВС  _  СР  _  РЕ  _  ЕА 
«6  Ьс  'И  Не  ел 

т.  е.  всѣ  соотвѣтственныя  стороны  сѣченія  и  основанія  про¬ 
порціональны.  Сверхъ  того  углы  А,  В,  С,  Р,  Е  соотвѣт¬ 
ственно  равны  угламъ  а,  Ь,  е,  П,  с,  какъ  углы  однородные, 

со  сторонами  соотвѣтственно  параллельными  (§  1 43).  Отсюда 
заключаемъ,  что  АВСРЕ  с»  иЬсНе  95). 

3).  По  теоремѣ  3  §  104-  имѣемъ,  что 
пл.  АВСРЕ  _  АВ* 
ил.  аЬсПс  аіг 

но,  но  выше  доказаноыѵ, 

АВ _ А8 _  §0  е 

аЬ  аз  зо 
пл.  АВСРЕ  _  80* 
пл.  аЬсНе  во* 

ТеО|ІРЯа  Ес.ш  днѣ  пирамиды,  которыхъ  высоты  равны, 
и  основаніи  лежатъ  въ  одной  плоскости,  пересѣчемъ  плос¬ 


костью.  иара.ие.пно'ю  ихъ  основаніямъ,  то  отношеніе  осно¬ 
ваній  будетъ  равно  отношенію  площадей  сѣченіи. 

Даны  двѣ  лнрамнды  8АВСРК  н  КСН1К  (чер.  294),  кото¬ 
рыя  имѣютъ  общую  высоту 
І'о,  а  основанія  ихъ  АВСРЕ 
и  (ПИК  лежатъ  въ  одной 
плоскости  МН;  проведемъ 
параллельно  плоскости  МК 
чрезъ  к.  н.  точку  К  вы¬ 
соты  1’У  плоскость  Ы.  ко¬ 
торая.  пересѣкая  пирамиду 
8АВСРЕ,  дастъ  многоуголь¬ 
никъ  аЬсНе,  а,  пересѣкая 
пн  рам  иду  Е  Ст  ШК, —много¬ 
угольникъ  цінк]  требуется 
доказать,  что 

пл.  АВСРЕ  _  пл.  О  ГПК 

пл.  аЬаТе.  ~  пл.  уЫЬ 

Такая.  Но  предыдущей  теоремѣ  имѣемъ,  что 

пл.  АВСРЕ  _  59*  пл.  0Н1К  __  ВО; 
пл.  аЬсНе  ГК’  ПЛ.  уЫк  Г1! 

пл.  АВСРЕ  пл.  0Н1К 

слЬд-  Ті.і.  аЬеНе  ~~  пл.  уНік 

(ІіѢДСТВІС.  Ес.іи  основанія  АВСРЕ  и  (ПЛК  равномѣрны, 
то  и  площади  сѣченій  оЪе/Іг  н  цЫк  также  равномѣрны . 

§  137.  Если  пирамиду  8 АВСРЕ  (чер.  295)  разсѣчемъ 
плоскостью,  параллельною  основанію,  то  одна  часть  яаЬслЬ 
атой  пирамиды,  заключенная  между 
площадью  сѣченія  н  вершиною  8  дал- 
иоіі  пирамиды,  есть  также  пирамида, 
а  другая  часть  АВСРЕабмГс,  заклю¬ 
ченная  между  площадью  сѣченія  аЪаІе 
н  осиоваиіемъ  АВСРЕ  данной  пкра- 
миды,  есть  многогранникъ,  который 
называется  усѣченною  параллельно  ос¬ 
нованію  пирамидою.  Площадь  АВСРЕ 
пазив,  нижнимъ  осиоваиіемъ,  а  пло¬ 
щадь  аЬеПс — верхнимъ  основаніемъ 
детой  пирамиды;  разстояніе  между  верх¬ 
нимъ  и  нижнимъ  основаніями  иазьш. 

•высотою  ѵсѣчениоіі  пирамиды.  Ноко- 
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выя  стороны  такой  пирамиды  всегда  суть  трапеціи,  потому 
что  прямыя  АІІ,  ВС,  соотвѣтственно  п*і>ад.тельии 

прямымъ  аЬ.  Ьс,  сд ....  (§  163,  слѣд.  1).  Высоты  ятихъ  тра¬ 
пецій  называются  апоѳсмами  усѣченной  пирамиды.  Усѣчеіг- 
ная  пирамида  означается  буквами,  стоящими  при  вершинахъ 
всѣхъ  тѣлесныхъ  угловъ  ея.  Если  правильную  пирамиду  раз¬ 
сѣчемъ  плоскостью,  параллельною  основанію,  то  получится 
правильная  усѣченная  параллельно  основанію  пирамида;  пря¬ 
мая.  соединяющая  центры  многоугольниковъ  основаній,  навив. 
осью  усѣченной  правильной  гшрамндн. 

ІВПІМ‘ІІ4*Т II*  ІІІірЛПІІДІ. 

§  188.  Теорема  I.  Де»  пирамиды  равны  между  собою, 
если  двугранный  уголъ  при  основаніи  одной  пирамиды  ра¬ 
венъ  двугранному  углу  при  основаніи  другой  пирамиды  и 
грани,  лгкмотющія  ими  углы,  соотвѣтственно  равны  и  оди¬ 
наково  расположены. 


Дани  двѣ  пирамиды  8АВСІЖ  н  яиШс  (чер.  206),  въ 
Чі'р.  гое.  которыхъ  основаніе  АВЕНЕ  равио 

основанію  аіссіе,  граиь  8АВ  равна 
грани  хаЬ  и  двугранный  уголъ  8ВАК 
равенъ  двугранному  углу  яЪас  и  при¬ 
томъ  нтн  части  расположены  одина¬ 
ково  (т.  е.  въ  равныхъ  граняхъ  ра¬ 
вны  соотвѣтственныя  ребра  пира¬ 
мидъ);  требуется  доказать,  что  чтп 
пирамиды  равны ,  т.  е.  при  наложеніи  совмѣстятся. 

Дакал.  Если  будемъ  совмѣщать  пирамиду  ваЪЫс  съ  ин-. 
рам ц дою  8АВС1Ж.  то  основанія  нхъ  по  равенству  совпа¬ 
дутъ  .  По  равенству  двугранныхъ  угловъ  8ВАЕ  п  $Ьас  сто¬ 
рона  наЬ  пойдетъ  но  сторонѣ  8АВ.  Ве.іѣдствіе  равенства  н 
одинаковаго  расположенія  граней  треугольникъ  аЬн  совмѣ¬ 
стится  съ  треугольникомъ  АВ8;  при  атомъ  ребром  сольет¬ 
ся  съ  ребромъ  8А  и  ребро  яЪ — съ  реб]юмъ  ЗВ.  Если  же 
кЬ  слилось  съ  8В  н  Ьс.  съ  ВС,  го  г]>ань  вЬс  совнадегь  съ 
гранью  8ВС.  Гаіснмъ  же  образомъ  докажемъ,  что  осталь¬ 
ныя  грани  н  ребра  пирамиды  ваЬсЛс  совпадутъ  съ  соотвѣт¬ 
ственными  гранями  и  ребрами  пирамиды  8АВСГЖ,  п  слѣд. 
эти  пирамиды  совмѣстятся. 

Теорема  2.  Двѣ  пирамиды  равны,  если  гари  грани,  со- 
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ктав.пгющія  т регранный  уголъ  одной  пирамиды,  соогшпкш- 
гшвенно  ратгы  тренъ  гранямъ,  состаоляюгцнмъ  гпрегранныи 
уголъ  другой  пирамиды  ы  притомъ  ши  части  одинаково 
располооювны. 

Іаны  двѣ  пирамиды  8АВСВЕ  и  заІ.сгЬ  и  дано,  что  ос.т- 
наміе  АВСВЕ  и  стогны  8АВ  н  8АЕ,  составляющія  треграи- 
ішй  уголъ  А  первой  пирамиды,  одинаково  расположены  и 
соотвѣтственно  равны  основанію  аЬЫе  п  сторонамъ  тЬ  н 
л«с,  составляющимъ  треграниый  уголъ  я  второй  пирамиды: 
г)юбустся  доказать,  что  данныя  пирамиды  равны. 

іоказ.  Вслѣдствіе  одинокаго  расположенія  к  равенства 
граней  аЪсІе  и  АВСВЕ,  заЬ  и  ЗАВ,  зае  и  ЗЛЕ,  плоскіе 
углы  ВАК  и  Ьас,  ЗАВ  и  заЬ.  8АЕ  н  зав  равны;  изъ  равен¬ 
ства  же  этихъ  плоскихъ  угловъ  слѣдуетъ  (-?  169,  теор.  1). 
что  треграшше  угли  А  и  а  равны,  откуда  заключаемъ,  что 
н  двугранные  углы  8ВАЕ  м  -Лаг  равны,  а  такъ  какъ  при¬ 
лежащія  къ  чтимъ  послѣднимъ  грави  равны  ч  одинаково  рас¬ 
положены,  то  по  предыдущей  теоремѣ  и  данныя  пирамиды 
равны. 


ІІодооіе  ішримндь. 

:>  189.  Пирамиды  паз.  подобными,  если  двугранные  углы 
одной  пирамиды  равны  порознь  двуграннымъ  угламъ  другой 
пирамиды,  грани  же  ихъ  соотвѣтственно  подобны  н  одина¬ 
ково  расположены. 

Изъ  этого  опредѣленія  заключаемъ,  что  всѣ  треграішыо 
углы  нхъ  раины,  потому  что  составлены  изъ  одинаково  рас¬ 
положенныхъ  плоскихъ  угловъ  (§  169,  теор.  1);  а  ;'Тіі  по¬ 
слѣдніе  будутъ  равны .  потому  что  суть  соотвѣтственные  углы 
подобныхъ  фигуръ.  Ребра,  соединяющія  вершины  ранныхъ 
плоскихъ  угловъ  въ  двухъ  подобныхъ  пирамидахъ,  иазыв. 
сходственными.  Сходственныя  ребра  подобныхъ  пирамидъ 
пропорціональны ,  потому  что  они  суть  сходственныя  сторо¬ 
ны  подобныхъ  фигуръ. 

§  190.  Теорема  I.  Дан,  пирамиды  подобны,  если  двугран¬ 
ный  толъ  при  основаніи  въ  одной  равенъ  двугранному  углу 
при  основаніи  въ  дргуіой ,  и  грани,  составляющія  згпи  уиы, 
подобны  п  одинаково  расположены. 

Въ  пирамидахъ  8АВСІ1Е  и  зегЬсгГе  (чер.  297)  дано,  что 
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Ч*р.  297 


двугранный  уголъ  8АВС  равенъ  двугранному  углу  $а1іс.  а 
граял  АВСГЖ  и  аЬаІе,  Л8Т>  н 
а$Ь  подобны;  требуется  доказать, 
что  эти  пирамиды  подобны,  т.  е. 
что  всѣ  одинаково  расположенный 
грани  подобны,  я  двугранные  уг¬ 
лы,  заключенные  между  подобны¬ 
ми  гранями,  равны. 

Докая.  Такъ  какъ  данныя  гра- 
1(1  ни  одинаково  расположены,  то 
/  АВС=  Д  аЬс  я  /  ЛВ8=  ^  обе; 
но  по  условію  двугранные  углы 
.ЧАВО  и  .чаЬс  равны,  слѣд.  и  треграппые  углы  В  и  Ь  также 
равны  (!}  169,  теор.  2).  Изъ  равенства  же  трегранпыхъ 
угловъ  В  и  Ь  заключаемъ  о  равенствѣ  плоскихъ  угловъ  8ВС 
и  зЪс.  Ивъ  подобія  граней  АВСВЕ  и  аЬаІс  имѣемъ  (§  95)  что 
АВ  :  аЬ  =  ВС  :  Ьс. 

Изъ  подобія  граней  АВ8  и  аЬз  млѣемъ  (§  92.  тер.),  что 
Л  В  :  аЬ  =  В8 :  Ья. 


Изъ  послѣднихъ  двухъ  пропорцій  имѣемъ: 

ВС  :  Ье  =  В8  :  Ьз  (аке.  I). 

Такимъ  образомъ  грани  8ВС  и  зЬс,  какъ  треугольники, 
имѣющіе  по  равному  углу,  заключенному  между  пропорці¬ 
ональными  сторонами,  лодобвы(§  93,  теор.  3).  Изъ  равен¬ 
ства  трегранішхъ  угловъ  Ті  и  Ь  заключаемъ,  что  двугранные 
углы  А8ВС  и  азЬс,  811 СТ)  и  зЪссІ  ташке  равны.  Подобнымъ 
об}шоыъ  докажемъ,  что  остальныя  одинаково  расположен¬ 
ныя  боковыя  грани  подобны,  и  заключенные  между  подоб¬ 
ными  гранями  двугранные  углы  равны,  с.іідов.  пирамиды 
подобны. 

Теорема  2-  Деѣ  пирамиды  подобны,  если  три  грани, 
составляющія  тртриикый  уголъ  обмой  пирамиды,  подобны 
и  одинаково  р-аспо.южены  съ  тремя  гранями,  составляю¬ 
щими  трелраипый  уголъ  другой  пирамиды. 

Дано,  что  ЛВС  ПК  со  иЬсЛс ,  дА8В  гѵ  Дозѣ  н  д118Ссо 
А Ъяс\  требуется  доказать,  что  пирамида  8АВС1Ж  подобна 
пирамидѣ  заМе. 

Доказ.  Такъ  какъ  данныя  подобныя  грапи  одинаково  рас¬ 
положены,  то  плоскіе  углы  треграннаго  угла  В  равны  плос¬ 
кимъ  угламъ  треграппаго  угла  Ь  и  одинаково  расположены; 
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слѣд.  и  самые  треграпнне  углы  1!  и  Ь  равны  (§  169,  теор.  1), 
поэтому  и  двугранные  углы  этихъ  трегранпыхъ  угловъ  такам 
равны  и  одинаково  расположены.  Такимъ  образомъ 
пирамиды  имѣютъ  по  равному  двугранному  углу  ЬАІ.О  и 
заЬс.  прилежащему  къ  основанію  и  заключенному  межд>  ш<- 
ді, иными  і-раиями  АВСВЕ  и  аШе,  А8В  пазЬ.  а  потому  та¬ 
кія  пн]іамнди  по  теоремѣ  1-іі  подобны. 


ІІ:іиЬ|»гиі«‘  ііѳперхиінѵтей  іім|імиіМ>* 


Чеу.  ь«л-. 


й  190.  Мѣра  полпоіі  поверхности  всякой  пирамиды  равна 
суммѣ  мѣръ  площадей  всѣхъ  граней  пирамндкп  Мѣра  боко¬ 
вой  поверхности  пирамиды  равна  суммѣ  мѣръ  боковыхъ  гра¬ 
ней  ея.  Изъ  «того  слѣдуетъ 

Теорема.  Мѣра  боковой  поверхности  правильной  ѵи- 
]МШнды  равна  длинѣ  периметра  основанія,  умноженной  на 
половину  длины  ановемы  пирамиды,  какъ  сумма  мѣръ  пло¬ 
щадей  равныхъ  равнобедренныхъ  треугольна  ковъ,  высоты  ко¬ 
торыхъ  суть  равныя  между  собою  аноосмы  пирамиды. 

^  191.  Въ  правильной  усѣченной  параллельно  основанію 
пирамидѣ  АВСЛ)Вві«&  (чер.  298)  всѣ  'боковыя  ребра 
равны  между  собою.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  такъ 
какъ  АВ  і|  аЬ,  то  А8  :  я8  =  В8  :  Ь8  (,§85. 
теор.  1 .  слѣд.) 

А8 — «8  І»8  —  ѢН 

цли  А8  ““В8-  Т-С‘- 

А  а  _  т 
А8  “  ІІ8 

но  А8  =  В8,  слѣд.  и  Аа— ВЛ.  Также  до¬ 
кажемъ  равенство  остальныхъ  боковыхъ 
реберъ. 

Всѣ  трапеціи,  составляющія  боковыя  гра¬ 
ни  такой  пирамиды  равны  между  собою,  потому  что 
д  А  8Т>  —  д  аяЬ  =  д  В8С  —  д  Ьзс  —  . .. . 
отсюда  видно,  что  н  высоты  всѣхъ  трапецій  или  п  но  ос  мы 
правильной  усѣченной  пирамиды  равви  между  собою.  Изъ 
итого  слѣдуетъ 


ТгорРЧП  Мѣра  боковой  поверхности  правильной  усѣ¬ 
ченной  пцмшиды  />авны  полусуммѣ  Олинъ  периметровъ  осно¬ 
ваній  ея.  умноженной  на  длину  ановемы  или  равна  произ¬ 
веденію  длины  периметра  сѣченія,  раздѣляющею  боковыя 
ребра  пополамъ,  на  длину  ановемы. 


Чер.  21)9. 


§  192.  ІсороііІ .  Мѣры  боковыхъ  н.ш  полныхъ  поверхно¬ 
стей,  подобныхъ  пирамидъ  отно¬ 
сятся  между  собою,  какъ  квад¬ 
раты  сходственными  рсбер о. 

Доказ.  Такъ  какъ  площади  по¬ 
добныхъ  треугольниковъ  относит¬ 
ся  между  собою  какъ  квадраты 
сходственныхъ  сторонъ  104, 
тсор.  2),  то  имѣемъ  (чер.  29!)) 

А  АКВ  _  АВ*  А  ,ННС  _  ІЮ8 
«Ь5 


откуда 


А  я*/)  аЬ*  А  Ьяс 
А  С 81)  СР‘ 

А  сей  ссі1 

А  А8В-4-  А В8С4-  А С8І) -)-.... 


ы;- 


АВ* 

аЬ1 


А  ой  +  А  Ькс  -г  А  схіі  . 

Означимъ  мѣры  боковыхъ  поверхностей  пирамидъ  8АВС1Ж 
н  хаЪаіс  чрезъ  8  и  5,  тогда  послѣдняя  п]Юпорція  приметь 
видъ:  • 

8  __  АЖ 
V  “  аЬг  ' 
мѣра  пл.  АВСИЕ_  ДБ2 
мѣра  пл.  аЬсЛе  аІ>" 

8  +  мѣра  пл.  АВС1)Е 
в  мѣра  пл.  аЬсЛе 
Означивъ  мѣры  полныхъ  поверхностей  пирамидъ  8АВСБК 
и  заЬссіе  чрезъ  8'  и  а',  получимъ 
У  _  АВ* 

V  ~  аі*  ' 


Такъ  какъ  -г  --- 


(§  1 04,  теор.  3),  то 

_  -I15' 

~  аІД  ‘ 


ІОзиѣреіііе  «ііъеіннп.  инрииид’і.. 

§  198.  Теорема.  Мѣры  объемовъ  двухъ  треуюлъныхъ  пи¬ 
рамидъ,  имѣющихъ  равномѣрныя  основанія  и  равныя  вы¬ 
соты,  равны. 

Даны  двѣ  пнраывды  8АВС  и  хаЬс  (чер.  300),  имѣющія 
одну  высоту  Р<і  н  равномѣрныя  основанія  АВС  н  аЪс,  кото¬ 
рыя  лежатъ  въ  одной  плоскости  МХ;  требуется  доказать, 
что  мѣры  объемовъ  стихъ  пирамидъ  У  а  і  равны. 


Доказ.  Предположимъ,  что  мѣры  V  и  с  объемовъ  дан¬ 
ныхъ  пирамидъ  8 АВС  и  ваЬс  не  равны  н  нанр.  V  >  г;  пусть 
Чер.  зоо. 


разность  V — с  — у,  гдѣ  '/  есть  число  кубическихъ  едншщ'і 
мѣръ  и  можетъ  выражать  мѣру  объема  нѣкотораго  ^  тс«- 
метрнческаго  тѣла.  Предположимъ,  что  у  есть  мѣра  объема 
призмы,  основаніе  которой  равно  основанію  АЖ  пирамиды 
8 АВС,  а  высота  А,  которая  можетъ  быть  найдена  изъ  уран. 
</  =.-  мѣрѣ  пл  д  АВС.//  Раздѣлимъ  РЦ  на  равныя  части 
РВ,  ИТ  и  ТГ^  меньшія  /мі  чрезъ  точки  дѣленія  В  и ’І  про¬ 
ведемъ  нлоскости,  параллельныя  основаніямъ,  которыя,  пере¬ 
сѣкаясь  съ  пирамидою  8 АВС.  дадуп.  треугольники  АІИ, 
н  А"В"С",  а  съ  пирамидою  ««Ас — треугольники  и'І/с!  ичЬ  с 
На  площадяхъ  треугольниковъ  АВС,  А'В'С'  н  А  !’>  У  п"' 
строилъ  выходящія  призмы  АС,  А'С"  и  А  I  .  а  на  пло¬ 
щадяхъ  треугольниковъ  «7/с'  и  а"Ь"с"  построилъ  входящія 
призмы  аЬ'  и  «'//';  высоты  какъ,  входящихъ,  такъ  и  выхо¬ 
дящихъ  призмъ  будутъ  раним,  лот.  что  1*1{=ВТ= Л  <ѵ). 

Означимъ  мѣры  объемовъ  призмъ  АП,  А'11',  А  I  со¬ 
отвѣтственно  чрезъ  іп,  чі ,,  ша,  а  мѣры  объемогь  нрязмъ 
нЪ'  и  а'А"  чрезъ  п  и  я,.  Изъ  построенія  будемъ  имѣть,  что 
V  <  *»+ «*!+»»*  и  п-\-пі<>', 
сложивъ  :»тн  неравенства,  получимъ: 

V 4-(”+«і)  <  (ж -И', 

или,  отнимая  отъ  обѣихъ  частей  послѣдняго  неравенства 
*,+(я+иі)  (**с-  3)’  найдсъп.,  что 

V — ѵ  <  мі-4-и*.  -4-»».  —  «  —  '»  . 
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Но  я»,='М,  потому  что  призмы  А'іГ  и  иѴ  имѣютъ  рав¬ 
ныя  высоты  ]»Т=ГІІ  и  равномѣрныя  основанія  А'іѴ С'  м  а'Ь'с' 
(.$  18П,  теор.  2,  елѣд.);  точно  такай;  докажемъ,  что  іп.,= 
тогда  получимъ,  что  V — ѵ  <  т. 

Такъ  к.Ѵ — г=у=мѣра  пл.  д  АНС.й  и  я»=мѣра  пл.  д  АВС.ГН, 
то  мѣра  пл.дАВС.А  <  мѣра  пл. Д АВС.ГН  или  Ь  <  ГП, 
что  невозможно,  потому  что  Г1!  <  Іі  какъ  выше  сказано. 

Подобным!,  образомъ  придемъ  къ  нелѣпости,  если  предпо¬ 
ложимъ,  что  V  <  г>;  слѣдов.  Ѵ=ѵ.  (акс.  9). 

Л  194-  Теорема  I.  Мѣра  объема  всякой  треугольной  пи¬ 
рамиды  равна  трети  произведеніи  мѣры  площади  осно¬ 
ваніи  на  высоту. 

Дана  треугольная- пирамида  8АВС  (чер.  301);  требуется 
доказать,  что  мѣра  объема  е» 
Ѵ=В.Н,  гдѣ  Іі  есть  мѣра 
площади  основанія  АВС  дан¬ 
ной  пирамиды,  а  Н — высота 
ея  8Р. 

Доказ.  Строимъ  призму 
аЬаІе/\  которая  имѣетъ  осно¬ 
ваніе  аЬс,  равное  основанію 
АВС  данной  пирамиды  8  А  ВС 
в  высоту  Ар  —  8Р.  Прове- 
демъ  чрезъ  ребро  аЬ  н  вер¬ 
шину  тѣлеснаго  угла  А  прай¬ 
мы  плоскость  іиИ, .  которая  раздѣлитъ  эту  призму  на  двѣ 
пирамиды:  одну  — треугольную  аЬс.І,  имѣющую  основаніемъ 
А  «Ас  и  вершину  въ  точкѣ  <1,  другую  —  четыреуголыіуіо 
■лЬф.  имѣющую  основаніемъ  параллелограммъ  аЬе[  и  вср- 
мшиу  также  въ  (1.  Затѣмъ,  проведемъ  чрезъ  прямыя  асі и  Ас 
плоскость  шіг,  которая  четырсѵгольиую  пирамиду  а1*ДА 
разд'Ьлитъ  иа  двѣ  треугольныя  пирамиды  аЬсА  н  ас(й,  кото¬ 
рыя  равномѣрны,  потому  что  имѣютъ  равныя  основаніи  цІ>с 
и  а/і  н  одну  п  ту  же  высоту — перпендикуляръ,  опущенный 
лаъ  іі  на  плоскость  «Ас/'  ($  1 93).  Если  за  основаніе  пира¬ 
миды  ае/'А  примемъ  площадь  треугольника  Ас/]  а  за  вершину 
точку  а,  то  ага  пирамида  будетъ  равномѣрна  пирамидѣ  аЬсА 
(,§  193).  потому  что  онѣ  имѣютъ  равныя  основанія  аЬс  и 
'/«/"  (і?  173)  іі  общую  высоту  < Ір,  заключенную  между  па¬ 
раллельными  основаніями.  Такимъ  образомъ  вгѣ  три  ипра- 


Чер.  501. 
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мпды  аЬсА,  аЬеА,  аф  равномѣрны  между  собою;  слѣд.  мѣра 
объема  каждой  изъ  нихъ  есть  треть  мѣры  объема  призмы 
аЬсАг/'.  Объемъ  призмы  аЬсйсГ  равенъ  произведенію  мѣры 
площади  основанія  аіе  па  длину  высоты  (Ір,  поэтому  мѣра 
мѣрѣ  пл.  Д  аЬе.Лр 

объема  пирамиды  аЪссІ  равна  - ^  Лѣриооъ- 

гмовъ  пирамидъ  аШ  и  8  А  ВС  равны,  потому  что  но  постро¬ 
енію  основанія  и  высоты  ихъ  раины,  поэтому  мѣра  объем» 
мѣра  пл.  д  аЬс .  Ар 

V  пирамиды  8АВС  равна - —  ИЛИ 


мѣра  пл.  д  АВС .  Ш’  ..  Д  •  ^  . 

Ѵ=  з  -  илИ  ѵ  =  “ 

Теорема  2-  Мѣра  объема  всякой  многоугольной  пирами¬ 
ды  равна  трети  произведенія  мѣры  площади  основаніи  на 
высоту. 

Дама  многоугольная  пирамида  ЗАВСПЕ  (чер.  302);  тре¬ 
буется  доказать,  что  мѣра  объема  \  этой  ни-  ч<ч>.  ЗОЯ. 

*  13  н 

рамнды  равна  — - — ,  гдѣ  В  есть  мѣра  пло¬ 
щади  основаніе  АВС1ДЕ  данной  пирамиды, 
а  Н— высота  8Р  ея. 

Доказ.  Проведемъ  чрезъ  какое  выбудь 
ребро  Л 8  пирамиды  діагональныя  плоскости 
А81>  и  А8С,  которыя  эту  пирамиду  раз¬ 
дѣлитъ  на  треугольныя  пирамиды,  имѣющія 
высотою  высоту  данной  пирамиды  8Р=Н. 

Тогда  будемъ  имѣть  по  предыдущему  §,  что 

мѣрѣ  пл.  АВС.  И 

мѣра  объема  пирамиды  8АВС  =  3 


П 


8  АС  В  = 


мѣрѣ  пл.  АСІ)  .  М 
3_ 


8  ДВЕ 


мѣрѣ  ИЛ.  АПК  .  11 

3 


Сложивъ  эти  равенства,  получимъ,  что 

(мѣра  пл.  ЛВС-)- мѣра  пл.  АСІ) 4- мѣра  ил.  АІ)Е)1І _ В.11 

Ѵ=  '  з  3 

Слѣдствіе  I.  Отношеніе  объемовъ  двухъ  пирамидъ  раем 
произведенію  отношеніи  площадей  ихъ  основаній  ни  отно¬ 
шеніе  высотъ  пирамидъ. 
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Слѣдствіе  ‘2.  Если  основаніе  пирамиды  постоянно,  и 
высота  измѣняется,  то  объемъ  пирамиды  пропортоналенъ 
высотѣ,  Если  же  высота  пирамиды  постоянна,  основаніе 
измѣняется,  то  объемъ  пирамиды  про  порто  чампъ  площади 
■основанія. 

$  И) Г».  Теорема.  Мѣра  объема  треугольной  пирамиды, 
усѣченной  п.шскошмо  параллельно  основанію,  равна  суммѣ 
мѣръ  объемовъ  трехъ  пи]Німидг,  которыя  имѣютъ  высот// 
общую  съ  высотою  усѣченной  пирамиды,  и  основанія:  одна— 
нижнее,  другая— верхнее  основаніе  усѣченной  пирамиды,  а 
третья — среднее  пропорціональное-  между  отыми  основа¬ 
ніями. 

Дайн  усѣчекиаи  пара-ддельно  основанію  треуго.іьиая  пира¬ 
мида  АВСІЖК  (пер.  303);  треб.  дока::,  что  мѣра  оо-ьеын 

т*  «к»*»  ѵ=  |  +  ь|+  К”- '‘=Ѣ±Ь±ѴЩ 

о  о  3  3 


гдѣ  в  есть  мѣра  и.гощади  нижняго  ос¬ 
нованія  ЛВС.  Ь  —мѣра  площади  верх¬ 
няго  основанія  ІЖР  и  к — высота  шМ 
усѣчеаиоП  пирамиды  Л  ВС  Г)  К  К. 

Доказ.  Даниуи»  усѣченную  пирамиду 
АЖЛЖЕ  достроим/,  до  полной  ХА  ВС: 
при  у  томъ  получится  отсѣченная  ішра- 
мнда  8КІЖ.  Означимъ  мѣры  объемовъ 
пирамидъ  8АВС  и  ХКІЖ  соотвѣтствеи- 
ио  чреаъ  V  и  V';  мѣру  площади  осно¬ 
вам  ЕІЖ  чрезъ  Ь,  высоты  ХМ  я  хт — 
соотвѣтственно  чрезъ  II  и  11'.  Оче- 

..  лѵ  л-  ВН  т.,  ЬН' 

видно,  что  ѵ=\ — ѵ  .  Іакъ  какъ  V  =  -г—  н  \  =  — — 

ВН— Ш' 

<{§  194,  теор.  1),  то  о  —  - д - ,  но  изъ  чертежа  видно. 

что  Н'=Н — Л,  с.іѣд. 

р_  вн— ьн-4-ьд  _  (В— г»)  и +Ы/ 

Площади  сѣченій  пирамиды  относятся,  какъ  квадраты  раа- 
•стоялій  утихъ  сѣченій  отъ  вершины  пирамиды  (§  180,  теор.  1', 
.поэтому 


'Іер.  воз. 


.4 


Д  АВС  ХМ*  В  И*  }/Ъ_  _  Н 

дТі>К-  а»*  Н1“  // — (Н — 7*)*  “Л“  1/Ь  ~  Н — й; 


откуда  1Ц|/И  — I /]>  )=!•  I  В;  умноживъ  обѣ  части  равен¬ 
ства  на  (/В+  і/Ь,  получимъ: 

Н  (13-Ь)  =  А|/  В  (|/ВЧ-  |/*)=  ''В  4*  Л  ѴЫ>- 
Вставляя  къ  выраженіе  г  вмѣсто  (В — й)Н  количество 
ЛИ  -|~  ь  I  в  и.  будемъ  имѣть: 

_  ВА+//[/ВН- Ы  —  (В +Ъ+]/ЩЬ 

3  3 


Мер.  іЯЫ. 


Дру/ое  докал.  Чрезъ  ребро  АН  и  вермияу  В  усѣченной  пирамиды 
Л  ВСЁ  ЕЕ  (чер.  80-/)  яро  ведемъ  плоскость  ЛИГ),  которая  разсѣчетъ 
эту  ниразнму  на  днѣ  пирамиды:  одну — тупо¬ 
угольную  АВСІ),  имѣющую  и-сиовавіся’- 
нижнее  основаніе  АВС  данной  пирамиды 
и  высоту  1)1*  общую  ед.  пой,  другую — 
четыреугольпую  АВЕ1-.І).  имѣющую  ос- 
новаліемъ  трапецію  АВЕХ  н  вершину  въ 
точкѣ  1».  Затѣмъ,  чредъ  прямой  АТ)  и  Ы> 
проведемъ  и.теекость  ДВЕ.  которая  раз¬ 
сѣчетъ  пирамиду  АВЕН)  на  двѣ  треуголь¬ 
ным  пирамиды  ЛЕЕ!)  и  АВЕІ).  За  есио- 
кавіе  I рвуголыюй  пирамиды  ЛЕІ-'І)  при¬ 
мемъ  верхнее  основаніе  1ЖЕ  данной  усѣ¬ 
ченной  пирамиды  в  за  вершину  точку  А; 
тогда  очевидно,  что  эта  пирамида  ЛЕЕ!* 

С. ѵ деть  имѣть  высоту  ])р  общую  еъ  высо¬ 
той  даяаоіі  усѣченной  пирамиды.  За  ос¬ 
нованіе  третьей  яирамядя  АВЕІ)  ярияояъ  і 

ЛЕВ  и  а  ьершиву  ея  точку  !>.  Міра  объема  пирамиды  ЛВС!)  рав- 

п»  Г— ,  а  икрам н»и  ПЕРЛ— ^  остается  доказать,  что  міра  объ- 
3  а 

сяа  третьей  пирамиды  АВЕН  раки  а  >ІІ6  '  -  .  Для  доказательства  п  ро¬ 


ке  д  ем  і.  въ  плоскости  ВСІЖ  параллельно  ребру  ВЕ  изъ  точки  1)  ира¬ 
му*»  І)Х'  до  исресѣченія  сь  ребромъ  ВС.  Вта  прямая  I > N  будетъ  на- 
радлелыіа  нлоекост  АВЕ,  иотояу  что  она  могла  би  встрѣтить  ап 
плоскость  только  въ  какой  яибудь  точкѣ  нряиоп  ВЕ,  такт,  какъ  съ 
нею  находятся  въ  одной  плоскости  ВСІЖ,  что  невозможно.  Затѣмъ, 
если  точку  N  следи  и  имъ  гь  точками  А  и  К.  то  опредѣлится  пирамида 
АВЕХ,  имѣющая  вершину  въ  точкѣ  X  и  основаніе  АВЕ,  общее  сь 
пирамидою  АВЕІ)  п  обіцув»  «п.  ней  высоту,  потому  что  ихъ  вершины 
1)  и  N  лежать  на  прямое  !>Х,  параллельной  ихъ  общему  основанію 
АПК.  Отсюда  слѣдуетъ,  что  пирамида  АВЕН  равномѣрна  пирамидѣ 
АВЕХ  (§  1!>3).  Если  примемъ  да  осиовапіе  иирдмиды  АВЕХ  площадь 
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треугольника  АВХ  в  за  мрингау  точку  Е,  ю  высота  ягой  т>рахйды 
будетъ  общая  съ  высотой  данной  усѣченной  нираимды.  Докажет,  по 
основаніе  ЛВХ  есть  среднее  щкторшоиадьное  между  верхнимъ  п  ниж¬ 
нимъ  основаніемъ  усѣченной  пирамиды.  Такъ  какъ  монаде  треугоді- 
иякоіъ,  имѣющихъ  но  равному  ус.іу,  относятся  вежду  собою,  какъ 
нропзведевія  сторонъ,  заключающихъ  раввые  угли,  то 

пд.  д АВС  АВ.ВС ВС ВС 

п-й  Д  АВЯ  АВ.ВХ  1?Х  І)Е 

іи.  Д  АВХ _ АВ .  НУ _ АВ 

ил.  ДІЖЕ  ЁЕ.ІЖ  Ь’Ё 

Такъ  какъ  вь  подобныхъ  треугольникахъ  стороны  вропоркіояаіыш 
ВС  АВ 

1§  92,  теор.),  то  ■ 


Если  же  вторыя  отношенія  въ  двухъ  первыхъ  кропораіяхъ  равны, 
то  ц  нервы*  стноиеиія  «тихъ  аропораій  также  равны,  г.  с. 

пд.  дАВС  _цд.  А  АВХ 

нл.  дАВІ,'_нд.  ДІЖК' 

В  мѣра  пл.  дАВМ 

—  : - - - ,  откуда 


иди 


мѣра  нл.дАВК 
мѣра  ил.  ДАВХ=р'В .  і>. 


йѵ'ВЬ 


Сдѣд.  мѣра  объема  третьей  вирам  ты  АІіЕХ= — 5-  •  Такъ  какъ  мѣра 


объема  о  усѣченной  иа  рам  иды  равна  суммѣ  міръ  объемовъ  пирамидъ 
АБСО,  В  ЕЕ  А  к  ДВЕ  О,  то 

•=Т+Т+^?-“м  '-■=,в+ь+,/вЬ) 

Теорема  2-  Мѣра  Объема  всякой,  усѣченной  парсим  ■■ъно 
основанію  пирамиды  равна  суммѣ  мѣръ  объемовъ  трехъ  пи¬ 
рамидъ,  имѣющихъ  высоту,  общую  съ  усѣченной  пщтми- 
оо й,  а  основаніе  одной  есть  нижнее,  другой— верхнее  осно¬ 
ваніе  данной  усѣченной  пирамиды,  и 
третьей  —  среднее  пропорціональное 
между  ними. 

Дана  многоугольная  усѣченная  па¬ 
рад.  основанію  пирамида  АВСІ) ЕаЬаг, 
(чер.  305);  докажемъ,  что  мѣра 
объема  ея  равна  Л/.ДВД-бД-^/Ш'),  гдѣ 
В  есть  мѣра  пл.  основанія  АВСБК,  Ь — 
мѣра  іи.  основанія  аЪсйс  усѣченной 
пирамиды,  и  —  высота  ея  О  о. 

Доксы.  Данную  усѣченную  шхра- 


■;ер.  зов. 
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мидѵ  АВСВЕлЬсА?  достроимъ  до  полной  пирамиды  8АВС1Ж; 
на  продолженной  плоскости  АВСОЕ  построимъ  треуголь¬ 
ную  ннрамидѵ  З'МКР,  основаніе  которой  МИР  равномѣрно 
основанію  АВСБЕ  пирамиды  8АВСОЕ  я  высота  общая  съ 
ней.  Затѣмъ,  продолжимъ  плоскость  сѣченія  аЬсде  до  пере¬ 
сѣченія  съ  боковыми  гранями  пирамиды  В'МХР,  которая  въ 
сѣченіи  даетъ  треугольникъ  я тр.  Сѣченія  аЬссІс  п  тир  бу¬ 
дутъ  по  §  1 80  равномѣрны,  слѣдов.  и  пирамиды  8 аЬЫе  и 
&тпр — равномѣрны  (§  194);  а  потому  объемы  усѣченныхъ  пи  ¬ 
рамидъ  АВСОЕ аШе  и  МКР шнр  также  равномѣрны  (яке.  2). 
Мѣра  объема  пирамиды  МНРюпр  но  предыдущему  парагра- 
фу  равпа 

У  (МКР+міф  +  і/МШ*  •  тпр) , 
с.тЬд.  мѣра  объема  данной  усѣченной  пирамиды 

ѵ=—  (МИР+тя^+і/ЗШР  -  тпр)\ 

О 

но,  по  построенію,  _ 

мѣра  пл.  дМКР=мѣрѣ  пл.  миогоуг.  АВСІ)Е=В, 
мѣра  пл.  Д  тпр  =ыѣрѣ  ил.  миогоуг.  аЬсіе=Ъ\ 

П  , _ 

слѣд.  ѵ=-^(Ц4-Ъ  Д- 1/13 .  Ь). 

§  196.  Тео  ревя.  Мѣра  объема  треугольной  призмы,  усѣ¬ 
ченной  непарал-гелъно  основанію,  равна  мѣрѣ  объема  пира¬ 
миды,  имѣющей  основаніе,  общее  а  усѣченной  призмой,  а 
высоту,  равную  суммѣ  разстояній  вертит  непарсиглелънаю 
сѣченія  отъ  этого  основанія. 

Дана  наклонная  треугольная  призма  АВСІЖР  (чер.  306), 
усѣченная  непараллельно  основапію  АВС.  Означимъ  чрезъ 
V,  В,  Іх,  Іі}  13,  соотвѣтственно  мѣру  объема  этой  призмы, 
мѣру  площади  основанія  ея  и  разстоянія  вершинъ  В,  Е  и  V 
непараллельнаго  сѣченія  ВЕР  отъ  основанія  АВС.  .Требуется 
доказать,  что 

у _ и  _+Л_*Ні 

—  3 

Доказ.  Чрезъ  вершину  I)  непараллельнаго  сѣченія,  бли¬ 
жайшую  къ  основанію  АВС,  проведемъ  плоскость  І)МХ  па- 
раллельную  основанію  призмы.  Эта  плоскость  разсѣчетъ  усѣ¬ 
ченную  призму  иа  призму  АВСМКБ,  н  на  четырсграшіую 
пирамиду  В  МХЕ  К. 

15 


Чрезъ  ребро  БЕ  и  ВМ  проведенъ  плоскость,  которая 
четыре  трапную  пирамиду  ВМНЕР  раз¬ 
сѣчетъ  па  двѣ  трегранныя  ВЛШЕ  и 
ЭМРЕ.  Если  въ  пирамидѣ  БУШЕ  при¬ 
мемъ  за  вершину  точку  Е,  а  за  осно¬ 
ваніе  дВйШ  и  означимъ  чрезъ  Г,  раз¬ 
стояніе  Е  отъ  дВ>Ш,  то  мѣра  объ- 
ема  ѵ'  этой  пирамиды  будетъ  (§  194) 

і/  =  мѣрѣ  пл.  дБѢШ.  ^3-. 

Пирамида  ВМЕЕ  равномѣрна  пира¬ 
мидѣ  ВМЕН,  которая  отсѣчется,  если 
проведемъ  плоскость  чрезъ  точки  В, 
Г  и  И;  потому  что  эти  двѣ  пирамиды 
имѣютъ  общее  основаніе  ЭМЕ  и  оди¬ 
наковую  высоту,  такъ  какъ  обѣ  вер¬ 
шины  Е  н  N  лежатъ  па  ребрѣ  ЕХ, 
параллельномъ  основанію  ВМР.  Ееля  въ  пирамидѣ  І)МЬ  N 
примемъ  за  вершииу  точку  Р,  а  за  основаніе  дВМ^,  п 
означимъ  разстояніе  Р  отъ  Д  ВМХ  чрезъ  то  мѣра  объ¬ 
ема  ѵ"  этой  пирамиды,  а  слѣд.  и  пирамиды  ВМЕЕ,  бу- 
детъ  (§  194) 

ѵ"  =  мѣрѣ  ил.  Д  ВМХ.  ^ - . 


Чер.  ЗОй. 


Е1 


Замѣтивъ,  что  мѣра  объема  ѵ  призмы  АВСМХВ  равна  мѣрѣ 
пл.  д АВС,  умноженной  на  I,  и,  что  дВММ  =  ДАПО 
(§  173),  будемъ  имѣть,  по  построенію,  что  Ѵ=ѵ+і/ +і>  или 


т=В.(,1  +  |.4)=в.(^)  = 


=  в.  (А  +  цж  +  Ц**)  “ 
ѵ=в.  (!і±Щ) , 

потому  что  изъ  чертежа  видно,  что  /,-Ь^а— и 

Слѣдствіе.  Изъ  послѣдней  формулы  слѣдуетъ,  что  мѣра 
объема  приемы,  усѣченной  непараллельно  основанію,  равна 
суммѣ  мѣръ  трехъ  пирамидъ,  ил  которыхъ  каждая  имѣ¬ 


етъ  основѣ,  Общее  е*  усѣченной 
оъ  одной  изъ  вершинъ  непараллельнаго  сѣченія 

,Ьп  .  гЬіствіс  можно  доказать  непосредственно.  Ус-ѣчен 
шу1  Ш.Р.МИТ  МОТЕК  (,ер  307)  рлкі«в»»  мос»™. 
проходяще»  чрезъ  точки  В,  Ь  и  М  Чср.  зот. 

на  двѣ  пирамиды:  трегранную  КВМД 
и  четыреѵранпую  ЕВМРК,  которая 
въ  свою  очередь  раздѣлится  плоскос¬ 
тью,  проведенною  чрезъ  тош  О,  ^ 
и  Е ,  на  двѣ  трегранныя  пирамиды  ЕВМЕ 
и  ЕБКР.  Въ  первой  пирамидѣ  Еішя 
за  основаніе  примемъ  ДВМН,  осно¬ 
ваніе  призмы  и  за  вершину— вершину 
Е  непараллельнаго  сѣченія. 

Вторую  пирамиду  ЕВМЕ  замѣнимъ 
равномѣрною  ей  пирамидою  ХВМЬ . 
которая  отсѣкается  отъ  призмы  плос¬ 
костью,  проходящею  чрезъ  течки  В,  к 
л  Е.  Равномѣрность  же  этихъ  пира- 

мнтъ  видна  изъ  того,  что  онѣ  имѣютъ  -  г 

лЮІЕ  .ирш<  Е  ,8 

Щиіим»  Ч«ш.  ОКЕМ.  Въшр.»«1ІШМТ»Р»; 

мемъ  за  основаніе  —  ДВ№  основаніе  призмы,  н  за  вер 
шипу  -  вершину  Е  непараллельнаго  сѣченія. 

Тоетыо  пирамиду  ЕВКР  замѣнимъ  пирамидою  МЖМ,  ко 

топая  отсѣчется  отъ  призмы  плоскостью,  проведенною  чрезъ 

точки  к.  N  в  м.  Равномѣрность  этихъ  пирамидъ  слѣдуетъ 

того  что  вершины  ихъ  Е  к  N  лежатъ  на  прямой  Е1\, 

НЗЪ  Г  '  -  гпгтм  ВКЕМ  въ  которой  лежатъ  оспова- 
параллельной  плоскости  шѵг.н,  въ  к.,  щ 

нія  ЭТИхъ  пирамидъ  в  самыя  основанія  ихъ  ВЫ-  и  ІЖЛІ 
сѵть  равномѣрные  треугольники,  такъ  какъ  имѣютъ  общ 
пенившіе  ВК  и  равныя  высоты,  заключенныя  между  парал¬ 
лельными  линіями  КВ  и  МЕ.  Въ  пирамидѣ  ШЖМ  примемъ 
Господніе  ДВМХ,  основаніе  призмы,  и  за  вершину - 
веришнѵ  К  непараллельнаго  сѣченія. 

Замѣчаніе.  Если  непараллельное  сѣченіе  пройдетъ  «резь 
точку  В  Т.  с.  если  К  совпадаетъ  съ  В,  то  пирамида  ЕВК1 
изчезнетъ  и  мѣра  объема  оставшейся  четыреуголыюй  пара- 
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миди  опредѣлится  подобно  тому,  какъ  мѣра  объема  отсѣчен¬ 
ной  чстырегранпой  пирамиды  ЭДДОЕР  въ  чср.  306. 

§  197.  Теор«ма.-  Мѣры  объемовъ  подобныхъ  пирамидъ 
относятся  между  собою  какъ  кубы  сходственныхъ  реберъ. 

Чрезъ  V,  В  к  Н  означимъ  соотвѣт¬ 
ственно  мѣру  объема,  мѣру  площади  ос¬ 
нованія  н  высоту  80  пирамиды  8АВСВЕ 
(чер.  308);  чрезъ  ѵ,  Ь  и  А  означимъ 
тѣ  исс  величины  для  пирамиды  $аЬс4е, 
подобной  первой  пирамидѣ,  и  дока¬ 
жемъ,  что 

V  _  АВл 
в  —  ^Ьг' 

Доков.  На  основаніи  слѣд.  I  §  194  имѣемъ,  что 


Чер.  308. 


«•  СІ 


V В  Н 

ѵ  Ь  А 


О)- 


И»  подобія  пирамидъ  8АВСІЖ  п  заЬаІв  слѣдуетъ,  что 
треграыіше  углы  А  и  а  равны  между  собою  и  грани  этихъ 
угловъ  одинаково  расположены,  а  поэтому  А  и  а  при  на¬ 
ложеніи  совмѣстятся,  причемъ  ребро  аЬ  пойдетъ  по  ребру 
АВ,  ае — по  АЕ  и  из — по  А8.  Изъ  этого  можно  заключить, 
что  уголъ  прямой  А8  съ  плоскостью  основанія  АВС  НЕ  ра¬ 
венъ  углу  прямой  ал  съ  плоскостью  основанія  аЬссІе,  т.  е. 
/8АО=/адо  (§  156). 

Прямоугольные  треугольники  8АО  и  вал  подобны,  потому 
что  /  8АО=:  /  зоо  (§  93,  теор.  4,  слѣд.  2),  откуда 


80  8 А 


8А  АВ 


Н  АВ 


=ТГ>  ао^=7к  (8  18Э);  «*Д-  • 


В  АВ* 

При  этомъ  имѣемъ:  -у =уу  (§  104,  теор.  3). 

В  н 

Вставляя  въ  пропорцію  (1)  вмѣсто  у  и  у  ихъ  выраженія, 


получимъ: 


—  229  — 


■іініігНс  о  ирапн.іьныхъ  инеі'еі'рапиинах'ь. 

§  198.  Правильными  многогранниками  наз.  миогограняи- 
іса,  которые  ограинчены  равными  правильными  геометриче¬ 
скими  фигурами  и  имѣютъ  всѣ  многогранные  углы  равные 
между  собою.  Центромъ  правильнаго  многогранника  пал. 
точка,  которая  находится  внутри  многогранника  и  равно  от¬ 
стоитъ  отъ  вершинъ  тѣлесныхъ  угловъ  его. 

Но  §  168  во  всякомъ  тѣлесномъ  углѣ  сумма  плоскихъ 
угловъ  менѣе  4 А,  а  потому  для  того,  чтобы  можно  было  изъ 
правильныхъ  геометрическихъ  фигуръ  составить  тѣлесный 
уголъ,  т.  е.  чтобы  эти  фигуры  сходились  вершинами  въ  од¬ 
ной  точкѣ  —  вершинѣ  тѣлеснаго  угла,  необходимо,  чтобы 
сумма  плоскихъ  угловъ  при  этой  вершинѣ  была  менѣе  4,(1. 
Откуда  заключаемъ,  что 

1)  нзъ  равныхъ  правильныхъ  треугольниковъ  можетъ  быть 
составлено  три  тѣлесныхъ  угла,  а  именно: 

a)  изъ  трехъ  равныхъ  правильныхъ  треугольниковъ,  потому 
что  сумма  плоскихъ  угловъ  такого  тѣлеснаго  угла  равна 
7,<*Х  3=2<*; 

b)  изъ  четырехъ  равныхъ  правильныхъ  треугольниковъ, 
потому  что  сумма  плоскихъ  угловъ  такого  тѣлеснаго  угла 
равна  ,/|гіХ4=2*/1<2; 

c)  изъ  пяти  равныхъ  правильныхъ  треугольниковъ,  такъ 
какъ  сумма  плоскихъ  угловъ  такого  тѣлеснаго  угла  равна 
■/в*Х5=зувА 

2)  Изъ  равныхъ  квадратовъ  можетъ  быть  составленъ  толь¬ 
ко  одинъ  тѣлесный  уголъ,  а  именно  азъ— трехъ  квадратовъ, 
потому  что  сумма  плоскихъ  угловъ  такого  угла  равна  Ъсі. 

3)  Изъ  равныхъ  правильныхъ  пятиугольниковъ  можетъ 
быть  составленъ  только  одинъ  тѣлесный  уголъ,  а  именно — 
изъ  трехъ  правильныхъ  пятиугольниковъ,  потому  что  сумма 
плоскихъ  угловъ  такого  угла  равпа  */|йХЗ=3,/,й. 

Тѣлесный  уголъ  правильнаго  многогранника  не  можетъ 
быть  составленъ: 

1)  изъ  шести  правильныхъ  треугольниковъ,  потому  что 
сумма  плоскихъ  угловъ  такого  тѣлеснаго  угла  равнялась  бы: 
*ДгіХб=4<і,  что  не  возможно. 

2)  Изъ  четырехъ  квадратовъ,  потому  что  сумма  плоскихъ 
угловъ  такого  тѣлеснаго  угла  равнялась  бы  4й,  что  не  воз¬ 
можно. 
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Чер.  309- 


ік, 


3)  Из»  четырех»  правильныхъ  пятиугольников»,  потому 
что  сѵмма  плоских»  углов»  такого  тѣлеснаго  угла  равнялась 
бы  •/  ЙХ4=4‘Ді;  что  не  возможно. 

4)  Изъ  трехъ  правильных»  шестиугольников»,  и  вообще 
из»  правильныхъ  многоугольников»,  имѣющихъ  болѣе  пяти 
сторонъ,  потому  что  сумма  плоских»  угловъ  таких»  тѣлес¬ 
ныхъ  угловъ  будетъ  болѣе  4гі. 

8  199.  Три  правильных»  треугольника  А8В,  ЛВС  и  ВЫ,, 

8  '  (чер.  309),  которые  сходятся  своими  вер¬ 

шинами  в»  одной  точкѣ  8,  образуютъ  три¬ 
грамма  тѣлесный  уголъ  8,  а  три  основа¬ 
нія  этих»  треугольниковъ  АВ,  ВС  в  АО 
составляютъ  правильный  треугольник»  ЛВС, 
который  вмѣстѣ  с»  остальными  тремя  равны¬ 
ми  ему  правильными  треугольниками  Л8В, 
-  Азс  и  В8С  будетъ  ограничивать  геометри¬ 

ческое  тѣло  8АВС,  называемое  правильнымъ  чытрегран- 
нжомг  или  тетраэдромъ  (отъ  татаръ  четыре  и  «?*,  осно¬ 
ваніе).  Тетраэдръ  имѣетъ  4  грани,  6  равных»  ребер»  и  4 
равных»  трегранных»  угла.  Всѣ  треграішые  углы  тетраэдра 
равны  между  собою,  потому  что  их»  плоскіе  углы  равны 
(§  169,  теор.  1). 

8  200  Четыре  правильныхъ  треугольника  АЪВ, 

С8Б  и  А8В  (чер.  310),  сходящіеся  свои¬ 
ми  вершинами  въ  одной  точкѣ— вершинѣ 
четыре гранші го  тѣлеснаго  угла  8,  соста¬ 
вляютъ  своими  основаніями  АВ.  ВС,  СІ) 
и  БА  четыреугольннкъ  АВСТ).  Изъ  вер¬ 
шины  тѣлеснаго  угла  8  опустимъ  перпен¬ 
дикуляръ  80  на  площадь  четыреу сольника 
АВСБ  и  замѣтимъ,  что  А8=В8— 08 — 
=Б8,  то  по  §  151  теор.  2  найдем»,  что 
АО=ВО=С0=О0;  кромѣ  того  АВ= 
=ВС=І>С=ВА;  слѣд.  четыреугольникъ 
АВСО  есть  квадрат»,  площадь  котораго 
примем»  за  основаніе  пятигранника  8 АВСТ). 
Если  возьмемъ  составленный  подобнымъ 
образомъ  другой  пятигранник»  8',  равный  пятиграннику  8АЖЛ), 
и  сложимъ  нхъ  квадратными  основаніями  то  ™ЛР**'**М- 
аилъный  восъмиіраѵншъ  или  октаэдръ  (отъ  охтш,  восемь,  и 
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основаніе).  Октаэдр»  имѣетъ  8  граней,  12  равныхъ 
Йжду  соГою  ребер»  и  6  равныхъ  между  собою  чстыре- 

!  ранных»  ТМ^імй  миогогранник»,  «»  которомъ  каждый 

тѣлесный  уголъ  составлен»  изъ  5 

нал  икосаэдромъ  (отъ  гкош,  двадцать,  и  !*ра,  °си°"ац!'> 
двадцаттрашшюмъ.  Онъ  имѣетъ  20  граней,  30  ре- 

бепъ  и  12  пятигранныхъ  угловъ. 

Чтобы  имѣть  понятіе  о  строеніи  этого  многогранника,  воз¬ 
разим»  себѣ  5  равныхъ  равностороннихъ  4*7^0-  ^ 
АПК,  ЛЕЕ.  ЛЕВ  (чер.  31 1),  образующихъ  пятигранный  Идее 
ный  уголъ,  вершина  котораго  есть 
А — точка,  въ  которой  совпадаютъ 
вершины  всѣхъ  этихъ  треуголь¬ 
никовъ;  затѣмъ  вообразимъ  себѣ, 
что  къ  основанію  каждаго  изъ 
этихъ  треугольников»  прмвѣшанъ 
такой  же  треугольникъ  н  при¬ 
том»  тает ,  чтобы  основанія  ихъ 
сливались,  т.  е.  к»  основанію 
В?  треугольника  А11Ѣ’  ирнкрѣ- 
плен»  своимъ  основаніемъ  ВІ 
треугольникъ  ОВР  —  Д  АВѢ, 
к»  основанію  РЕ  треугольника 
АРЕ  прикрѣпленъ  своимъ  осно¬ 
ваніемъ  РЕ  треугольникъ  НРЕ= 

_дАРЕ  и  т.  д.  Такимъ  образомъ  получится  поверхность, 
составленная  из»  10  равныхъ  равностороннихъ  треугольни¬ 
ковъ  Потом»,  вообразимъ  собѣ  совершенно  такую  же  вто¬ 
рую ‘поверхность  состоящую  изъ  10  равностороннихъ  тре- 
утолышковъ,  рапныхъ  между  собою  и  ^нвхъ  треугольни- 
кам»  первой  поверхности,  но  вершина  А  тѣлеспаіо  >іла 
обращена  внизъ.  Наконецъ,  приведемъ  въ  совпаденіе  верши¬ 
ны  прнгіішанныхъ  треугольниковъ  одной  поверхности 
вершинами  основаній  треугольниковъ  составляю.цнх» ^т Лес- 
вый  ѵголъ  другой  поверхности,  такъ:  вершину  О  уголь¬ 
ника  ВЕСт  приведемъ  въ  совпадете  съ  вершиною  о  трс 
.ерш.,,  Н  -и»-.  НГЕ 
В»  совпаденіе  съ  вершиною  Е'  треугольника  А  I-  Е  я  -Л. 
Такамъ  образомъ  получимъ  поверхность,  ограничивающую  тѣ¬ 
ло,  называемое  икосаэдромъ. 


Чер.  311. 
А 
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Чер.  ЗІ2. 


§  202.  Правильный  многогранникъ,  въ  которомъ  каждый 
тѣлесный  уголъ  составленъ  ига  трехъ  квадратовъ,  имѣющихъ 
одну  общую  вершину — вершину  тѣлеснаго  угла,  паз.  гекса- 
одромъ  (отъ  іі,  шесть,  а  а^р-ос.  основаніе)  или  тост  игра  и  - 
никомъ  или  кубомъ  (чер.  312).  Онъ  имѣетъ  6 
граней,  1  *2  реберъ  и  8  треграшшхъ  угловъ. 

§  203.  Правильный  многогранникъ,  въ  кото¬ 
ромъ  каждый  тѣлесный  уголъ  составленъ  изъ 
трехъ  равныхъ  правильныхъ  пятиугольниковъ, 
имѣющихъ  общую  вершину  —  вершину  тѣлес¬ 
наго  угла,  паз.  додекаэдромъ  (отъ  $« Ьеіл,  двѣ¬ 
надцать,  и  основаніе)  или  двѣнадцатигранникомъ.  Онъ 
имѣетъ  12  граней,  30  реберъ  и  20  треграниыхъ  угловъ. 

Чтобы  имѣть  понятіе  о  строеніи  этого  многогранника,  во¬ 
образимъ  себѣ,  что  въ  каждой  сторонѣ  правильнаго  пяти¬ 
угольника  ЛЕСОК  (чер.  313).  лежащаго  въ  горизонталь¬ 
ной  плоскости,  привѣшанъ  од¬ 
ною  стороною  равный  данному 
равносторонній  пятиугольникъ: 
такъ  къ  сторонѣ  АВ  пяти¬ 
угольника  ЛИСПЕ  привѣсимъ 
стороною  АВ  пятиугольникъ 
АШШ'Е;  къ  сторонѣ  ВС — сто¬ 
роною  ВС  привѣсилъ  пяти¬ 
угольникъ  ВСКШ  и  т.  д.;  при¬ 
томъ  5  послѣднихъ  пятиуголь¬ 
никовъ  расположены  такъ,  что 
каждые  два  прилежащіе.,  т.  е. 
имѣющіе  общую  вершину,  имѣ¬ 
ютъ  одно  общее  ребро,  про¬ 
ходящее  чрезъ  эту  вершину, 
шшр.  ЛВНСЕ  п  ВСКІН,  имѣющіе  общую  вершину  В,  имѣ¬ 
ютъ  общее  ребро  ВН.  Лолучениая  поверхность  имѣетъ  Г> 
граней.  Потомъ  вообразимъ  себѣ  совершенно  такую  же  вто¬ 
рую  поверхность,  составленную  также  изъ  6  правильныхъ 
пятиугольниковъ,  р&вныхъ  между  собою  и  пятиугольникамъ 
первой  поверхности.  Наконецъ,  сложимъ  эти  двѣ  поверх¬ 
ности  такъ,  чтобы  пятиугольники  АВСВЕ  н  А'В'С'В'Е'  ле¬ 
жали  въ  параллельныхъ  плоскостяхъ,  и  вершины  Г,  6,  П, 

I,  К....  совпали  соотвѣтственно  съ  Г',  О',  II',  Г,  К' . 

Такамъ  образомъ  получимъ  поверхность,  ограничивающую 
тѣло,  называемое  додекаэдромъ. 
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ОТДѢЛЪ  XXV. 

Тіьлп  вращенія. 

1ІІМЫ  II  свойства  цилиндра. 

§  204.  Если  прямая  АВ  (чер.  314)  движется,  оставаясь 
постоянно  параллельною  своему  первоначальному  аааравле- 
нію,  и  притомъ  какая  нибудь  точка  ея  В  движется  но  нѣ¬ 
которой  плоской  кривой  линіи,  въ  плоскости  которой  не 
лежитъ  прямая,  няпр.  но  окружности  О,  то  эта  прямая  АВ 
образуетъ  поверхность,  называемую  ци.іиндрическою.  Въ  этомъ 
случаѣ  прямая  АВ  паз.  образующею,  а  окружность  О— управ¬ 
ляющею  линіею  цмлнндряческой  поверхности. 

§  205.  і’го|К“1іа-  Если  ціииндрическую  поверхность  пе¬ 
ресѣчемъ  плоскостью ,  параллельно»  управляющему  кругу, 
то  въ  сѣченіи  па. сучится  окружность  тою  же  радіуса. 

Доказ.  Чрезъ  центръ  О  управляющаго  круга  проведемъ  па¬ 
раллельно  образующей  прямую  ОО',  которая  пересѣчетъ 
плоскость  сѣченія  въ  точкѣ  О7.  Затѣмъ  чрезъ  эту  прямую 
ОО'  проведемъ  плоскость  МмнХ,  которая  перевѣчеть  ци¬ 
линдрическую  поверхность  но  образующимъ  Мм  и  X»,  а 
плоскость  круга  О  и  плоскость  сѣченія  —  по  МХ  п  /нм. 
Прямыя  Мл»  п  Хн  параллельны,  какъ  образующія,  а  прямыя 
ѢІХ  и  гян  параллельны,  какъ  прямыя  пересѣченіи  двухъ  па¬ 
раллельныхъ  плоскостей  третьею  плоскостью  (§  163,  слѣд.  11; 
слѣд.  четнреугольники  Ми»0'0  п  ХяО'О 
суть  параллелограммы  (§  58);  откуда 
заключаемъ, что  МО=л»0'  п  ХО— «О'. 

Если  чрезъ  ту  же  прямую  ОО'  прове¬ 
демъ  другую  плоскость  РЧдр,  то,  по 
той  же  причинѣ,  четыреуголыіикн 
РиО'О  н  (ДОУО  суть  пераллело граммы, 
а  потому  РО  =р6'  и  І^О—уО7;  но  такъ 
шить  МО=ХО  — 1’0=(іО,  слѣд.  н 
т(У=пО'=рО'=уО'  г.  е.  сѣченіе 
трщ,  параллельное  управляющему  кру¬ 
гу.  есть  также  окружность,  радіусъ 
которой  равенъ  радіусу  управляющаго 
круга,  а  центръ  лежитъ  въ  точкѣ  О'. 
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§  206.  Тѣло,  ограниченное  цилиндрическою  поверхностью, 
управляющимъ  кругомъ  я  параллельнымъ  ему  кругомъ  сѣ¬ 
ченія,  на».  цгминдромъ  (хбнчЪроь, — отъ  улйліЗш,  верчу.)  Крут 
О  и  О'  нав.  основаніями  цилиндра;  прямая  0(У ,  соединяю¬ 
щая  центры  основаній,  —  осью  цилиндра;  разстояніе  между 
основаніями — высотою  цилиндра. 

Если  образующая  цилиндра  перпендикулярна  къ  управля¬ 
ющему  кругу,  то  цилиндръ  паз.  прямымъ  п  высота  его  въ 
этомъ  случаѣ  равна  осп  его. 

Образованіе  прямаго  цилиндра  можно  объяснить  еще  дру¬ 
гимъ  образомъ.  Въ  самомъ  дѣдѣ,  пусть  прямоугольникъ  АВСІ) 
(чер.  31 5)  вращается  около  одной  изъ  еторопъ  его  СВ,  тогда 
другая  сторона  АВ  опишетъ  цилиндрическую 
Чер.  зіз.  поверхность,  а  остальныя  двѣ  стороны  АВ  и 
в  ВО  этого  прямоугольника — основанія  цилиндра. 
Въ  элементарной  геометріи  изучается  только 
прямой  цилиндръ,  поэтому  мы  его  будемъ  на¬ 
зывать,  просто,  цилиндромъ.  Кривая  часть  по¬ 
верхности  цилиндра  паз.  боковою  поверхностью 
А  цилиндра.  Вся  поверхность  цилиндра,  т.  е.  бо¬ 
ковая  поверхность  вмѣстѣ  съ  площадями  верхняго  н  нижня¬ 
го  основаній,  нал.  полною  поверхностью  цилиндра. 

§  207.  Два  цилиндра  называются  иобобкьшй,  если  отно¬ 
шеніе  нхъ  высотъ  равпо  отлошенію  радіусовъ  ихъ  основаній. 
Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  прямоугольники,  образующіе  такіе 
ццлнидры,  подобай  между  собою. 

ІІ;*ігѴ>рсиіе  ііопсрхн«стн  цилиндра. 

§  208.  Если  около  основанія  цилиндра  опишемъ  много¬ 
угольникъ  АВСВЕР(чер.ЗІб)  и  па  этоиъ  многоугольникѣ,  каст. 

на  основаніи,  построимъ  прямую  призму 
АХ,  высота  которой  равна  высотѣ  ци¬ 
линдра,  то  такая  призма  па*,  описанною. 

Пусть  II  будетъ  длина  высоты,  а  Р— 
перемѣнная  длина  периметра  основанія 
опнеаппой  около  даннаго  цилиндра  пра¬ 
вильной  прямой  призмы;  тогда  мѣра  бо¬ 
ковой  поверхности  этой  призмы  2  выра¬ 
зится  такъ  (§  177  теор): 

у— Р  .  Н. 


СТшъЪ  ™ТЪ  МП0ГС" 

дѣломь  д,ли  5  „р-2б.  длину  окружяости  основанія 

-  ^  предѣломъ  Ь,  то 

«ушло  ЬЬ"  \’^жи  *ір.  <*>»»«  ”»«Р- 
со «мъ  прелом»  «»"»• 

I.  Н  й  131,  и  „ру-го  оро«ѣ».  "»  «>р- 

%% о.  ,*.««*»  «««  «»«"»»•  И*-Эмг° 

”Ѵ «»»«■*>  »«*****•  *“““■*» 

”“еГ.ТірГ«'»оиРМ.от.  далоотр.  «и,™-нр». 

Ч  .Гнѵ  «ргжГ^»  «го  ««іо—рт»  Ь,р»у«  «- 

Ь,  длин'  р.  атмо'гь  II  то  на  основаніи 

черезъ  К,  и  высоту  цвлиндра-чрезъ  н.  то 

опредѣленія  мѣры  этой  по^рхности  (§  208)  ™ѣе  . 

^Хош.  0»0«™«  »*..»»),»,  О  омо.»-..*»» 

“Йѣігтвіе  3  Отношеніе  боне «ж  терхноме*  Нуп 
Лй- нронеееОенш  о»»»»»  У***»»  *»  <**- 

мміи  на  отношеніе  высотъ  эти.гъ  цилиндровъ. 

Г  іѣісткіс  з.  Если  в»  цилиндр»  основаніе  постоянно, 

то  боковая  его  поверхность  пронор¬ 
высота  -  іѣ  ^  м  же  дыСоти  цилиндра  постоянна, 

ГГкоГн ІИ  шлі^сшсл,  «О  боковая  т  поверхность  про- 

«г,  тй?  ■—  с 

вяеГсГ™*»  боковой  его  поверхности,  сложенной  сг  удво¬ 
енною  мѣрою  площади  основанія  цилиндра.  Іакъ  каст,  ыѣр 
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площадей  верхняго  и  нижняго  основаній  равны,  то  .мѣра  пол¬ 
ной  поверхности  цилиндра  равна  2~ІШ-|-2~Цг=2=Е(Н-{-К). 

Слѣдствіе.  Изъ  послѣдней  формулы  видно  что  мѣра  пол¬ 
кой  поверхности  цилиндра  равна  мѣрѣ  пмгцади  прямо¬ 
угольника,  у  котораго  основаніе  равно  длинѣ  окружности 
основанія,  а  высота  раина  суммѣ  длины  радіуса  основанія 
и  длины  высоты  цилиндра. 

§  210.  Теорема.  Отношеніе  боковыхъ,  а  также  пол¬ 
ныхъ  поверхностей  двухъ  подобныхъ  цилиндровъ  равно  отно¬ 
шенію  квадратовъ  ш  высотъ  ши  отношенію  квадратовъ 
радіусовъ  ихъ  основаній. 

Пусть  8,  8',  К  а  Н  означаютъ  соотвѣтственно  мѣру  бо¬ 
ковой  поверхности,  мѣру  полной  поверхности,  радіусъ  осно¬ 
ванія  п  высоту  одного  цилиндра;  а,  г  и  Л — тѣ  же  вели¬ 
чины  другаго  цилиндра,  подобнаго  первому.  Требуется  дока¬ 
зать,  что 

1  _  8'  _  Н*  _ 

*  /  А*  V* 

Дохал.  На  основаніи  сдѣд.  2  теоремы  1  §  209,  имѣемъ 
8__К  И 
8  г  ’  А 

но,  по  опредѣленію  подобныхъ  цилиндровъ  (§  207), 

К  Н 

г  =  Т’  ОТК-Ѵда 
8  _  На_  К* 
в  Л1  г* 

Изъ  теор.  2  §  209  заключаемъ,  что  -г  =  ~ЗГТ^‘  ’ 

.  и  Н  ж  ы-н  к  н 

а  изъ  пропорціи  — =  .  имѣемъ  — —г=—=  ,  , 

г  А  Г+ІЪ  г  к 

8'  Н*  К* 
откгда  т ‘  =  а*  =  ?- 

Из»ѣр<чііі>  ооыміа  і|и.іііыд|»а. 

§  211.  Пусть  Н  будетъ  высота,  а  — перемѣнная  мѣра 
площади  основанія  описанной  около  цилиндра  праішлыюй 
прямой  призмы;  тогда  мѣра  объема  этой  призмы  И  (§  183, 
теор.  2)  выразится  такъ 

И  =  <І  .  И. 
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Въ  произведеніи  Ц  .  Н  число  Н — постоянное,  а  число  С}, — 
перемѣнное,  которое  измѣняется  съ  удвоеніемъ  числа  сторонъ 
многоугольника  основанія  призмы  и  имѣетъ  своимъ  предѣ¬ 
ломъ  площадь  круга  К  (§  132).  Если  <3  имѣетъ  своимъ  пре¬ 
дѣломъ  К,  то  произведеніе  Ч .  И,  т.  с.  перемѣнная  мѣра 
•  объема  описанной  призмы,  имѣетъ  своимъ  предѣломъ  К  .  Н 
(§  131)  и,  по  теор.  §  130,  другаго  предѣла  имѣть  не  можетъ. 

Опредѣленіе.  Мѣрою  объема  цилиндра  наз.  томъ  един¬ 
ственный  предѣлъ,  къ  которому  приближается  мѣра  объема 
онисатіо-й  призмы  съ  удвоеніемъ  числа  ея  граней. 

Изъ  этого  опредѣленія  слѣдуетъ 

§  212.  Теорема.  Мѣра  объема  цилиндра  равна  произве¬ 
денію  мѣры  площади  его  основанія  на  высоту  цилиндра. 

•  Если  означимъ  мѣру  площади  основанія  ццдввдра  чревъ 
К,  радіусъ  этого  основанія — черезъ  К,  п  высоту  цилиндра — 
чрезъ  Н,  то  мѣра  объема  V  цилиндра,  по  опредѣленію  этой 
мѣры  (§211),  выразится  такъ: 

Ѵ  =  К.Н, 

но  К  =  (§  137),  сдѣд.  У  =  нН*  .  Н. 

Слѣдствіе  I.  Отношеніе  объемовъ  двум  цилиндровъ  равно 
произведенію  отношенія  площадей  ихъ  основаній  на  отно¬ 
шеніе  высотъ. 

Слѣдствіе  2.  Ес.ш  въ  цилиндрѣ  основаніе  постоянно,  а 
высота  измѣняется,  то  объемъ  этого  цилиндра  пропорціа- 
наленъ  высотѣ.  Если  же  высота  цилиндра  постоянна,  а 
основаніе  его  измѣняется,  то  объемъ  такою  цилиндра  про- 
порціона.іенъ  площади  основанія. 

§  213.  Теорема.  Отношеніе  объемовъ  двухъ  подобныхъ 
цилиндровъ  равно  отношенію  кубовъ  шъ  высотъ  гели  ош- 
гюшенію  кубовъ  радіусовъ  ихъ  основаній. 

Пусть  V,  И  н  II  означаютъ  соотвѣтственно  мѣру  объема, 
радіусъ  основанія  и  высоту  одного  цилиндра;  ѵ,  г-  н  А — тѣ  же 
величины  другаго  цилиндра,  подобнаго  первому.  Требуется 
доказать,  что 

V  Н3  К3 
ѵ  —  А3  г1' 

Доказ.  На  основаніи  1-го  слѣд.  §  212  имѣемъ 
V  мВ8  Н_К*  Н. 

ѵ  «с*  ‘  А  гг  А  ’ 
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ііо,  по  опредѣленію  подобныхъ  цилиндровъ  (§  207), 

К  _  Н_ 
г  —  и' 

V  и*  _ 

слѣдов.  —  —  ці  —  г1  ‘  „ 

Виды  и  свойства  нояуеи 

8  214.  Если  прямая  АВ  (чер.  817),  имѣющая  одну  непо¬ 
движную  точку  С,  движется  н  при  этомъ  движеніи  постоянно 
скользитъ  но  'нѣкоторой  кривой  линіи,  въ  плоскости  которой 

не  лежитъ  прямая,  наир, 
по  окружности  0,  то  эта 
прямая  АВ  образуетъ  по¬ 
верхность,  называемую 
коническою.  Въ  этомъ 
случаѣ  прямая  АВ  ваз. 
образующем,  а  окруж¬ 
ность  О — управляющею 
линіей  конической  по¬ 
верхности.  Прямая  МК, 
проходящая  чрезъ  непо¬ 
движную  точку  С  обра¬ 
зующей  АВ  и  центръ  О  управляющаго  круга,  паз.  осью  ко¬ 
нической  поверхности.  , 

Коническая  поверхность,  образованная  движеніемъ  иезко- 
нечной  прямой  АВ,  состоитъ  изъ  двухъ  частой,  которыя 
имѣютъ  общую  точку  въ  неподвижной  точкѣ  С  образующей 
АВ;  эти  части  конической  поверхности  наз.  полостями, 
конической  поверхности.  Такая  коническая  поверхность  наз. 
двухполостною  коническою  поверхностью.  Если  же  обра¬ 
зующая  КЬ  ограничена  съ  одного  конца  К  и  этотъ  конецъ 
К  остается  неподвиженъ  при  движеніи  образующей  КВ,  то 
получается  коническая  поверхность  съ  одною  полостью. 

Въ  элементарной  геометріи  изучается  только  однонолоетная 
коническая  поверхность,  управляющая  лнпія  которой  есть 
окружность. 

§  215.  Теорема.  Всякое  сѣченіе  конической  поверхности 
плоскостью,  парсилельною  упраемющему  кругу,  есть  окруж¬ 
ность. 


Чер.  317. 
м 


Плоскость  (чер.  318),  проведенная  параллельно  управ¬ 
ляющему  кругу  О  конической  поверхности,  пересѣкаетъ  эту 

Чер.  318. 


ѵ 


поверхность  по  линіи  дде{,  а  ось  ея  -  въ  точкѣ  О;  тре¬ 
буется  доказать,  что  эта  линія  есть  окружность. 

/окая.  Чрезъ  ось  АК  конической  поверхности  проведемъ 
двѣ  плоскости,  изъ  которыхъ  одна  8Т  пересѣчетъ  коничес¬ 
кую  поверхность  по  образующимъ  АЕ  и  АВ,  а  другая  1Л 
по  образующимъ  АЕ  и  АС.  УправдяющШ  кругъ  О  и  пло¬ 
щадь  параллельнаго  ему  сѣченія  ідс(  пересѣкутся  съ  первою 
плоскостью  по  прямымъ  ВЕ  и  де,  а  со  второю  —  по  пря¬ 
мымъ  СЕ  и  ді.  Такъ  какъ  двѣ  параллельныя  плоскости  пе- 
юесѣ  каются  третьем  плоскостью  по  прямымъ  параллельнымъ 
(§  163,  слѣд.  1),  то  БЕ  і|  де  и  СЕ  ||  д(.  Изъ  параллельности 
этихъ  линій  по  §  87  заключаемъ,  что 

й  =  &  “  Ш=Го'  -я*  (ак-  11 

ос  _  о( 

ОЕ  —  ОЕ  ’ 

ио  ОЕ=ОЕ,  елѣд.  и  ое=о{,  т.  е.  всѣ  точки  линіи  і{ед 
равно  отстоятъ  отъ  точки  о,  а  потому  эта  линія  сѣчешя 
і(ед  есть  окружность,  центръ  которой  въ  точкѣ  о,  иа  оси 
конуса. 
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§  216.  Тѣло,  ограниченное  коническою  поверхностью  н 
управляющимъ  кругомъ,  наз.  конусомъ  (сошія,  гй'нк).  Кри¬ 
вая  поверхность,  ограничивающая  конусъ,  наз.  боковою  по¬ 
верхностью  конуса,  а  кругъ,  составляющій  остальную  часть 
поверхности  конуса,  —  основаніемъ  конуса.  Неподвижная 
точка  А  образующей  назыв.  вершиною  конуса;  разстояніе 
вершним  конуса  отъ  основанія  его  —  высотою  конуса;  ось 
конической  поверхности — ост  конуса.  Если  высота  конуса 
совпадает!,  съ  осью  его,  то  конусъ  наз.  прямымъ.  Въ  эле¬ 
ментарной  геометріи  разсматривается  только  прямой  конусъ, 
поэтому  для  краткости  выраженія  будемъ  называть  его,  просто, 
конусомъ. 

Образованіе  прямаго  конуса  моѵкно  объяснить  иначе.  Въ 
еамомъ  дѣлѣ,  если  прямоугольный  д  АВС 
(чер.  319)  вращать  около  одного  изъ  его  ка¬ 
тетовъ  ВС,  который  остается  неподвижнымъ , 
то  гипотенуза  АВ  образуетъ  коническую  по¬ 
верхность,  а  другой  катетъ  АС — кругъ  осно¬ 
ванія  конуса. 

§  217.  Два  конуса  называются  подобными, 
если  отношеніе  ихъ  высотъ  равно  отношенію 
радіусовъ  нхъ  основаній.  Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  прямо¬ 
угольные  треугольники,  образующіе  такіе  конусы,  подобны 
между  собою. 


Чер.  319. 


ІІа.ігІі]>сиіс  иоперхности  кои.гси. 


Чер.  320. 


§  218.  Если  около  основанія  конуса  опишемъ  многоуголь¬ 
никъ  АВБЕЕ  (чер.  320)  и  на  этомъ  много¬ 
угольникѣ,  какъ  на  основаніи,  построимъ 
пирамиду  8АВВЕР,  вершина  которой  сов¬ 
падаетъ  съ  вершиною  8  конуса,  то  пира¬ 
мида  8АВВЕЕ  паз.  описанною.  Апооема 
8N  правильной  описанной  пирамиды  совпа¬ 
даетъ  съ  образующей  конуса,  потому  что 
анооема  проходитъ  чрезъ  в-ерішшу  8  кону- 
еа  и  чрезъ  средину  N  стороны  ЕА  осно¬ 
ванія  описанной  пирамиды;  по  эта  точка 
N  есть  точка  касанія  сторопы  ЕА  съ  окружностью  осно¬ 
ванія  конуса. 

Пусть  М  будетъ  длина  апоѳсмы,  а  Р — перемѣнная  длина 
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периметра  основанія  описанной  около  даннаго  конуса  пра¬ 
вильной  прямой  пирамиды,  тогда  мѣра  боковой  поверхности 
этой  пирамиды  -  выразится  (§  190)  такъ: 

2 

м  м 

Въ  произведеніи  Р.-д-  множитель  — постоянный,  а  мно¬ 
житель  Р— перемѣнный,  который  измѣняется  съ  измѣненіемъ 
числа  сторонъ  описаннаго  правильнаго  многоугольника,  и 
имѣетъ  свонмъ  предѣломъ  длину  Ь  окружности  (§  126). 
Если  же  Р  имѣетъ  своимъ  предѣломъ  Ь,  то  произведеніе 

Р.  т.  е.  перемѣнная  мѣра  боковой  поверхности  описан- 

М 

ной  пирамиды,  имѣетъ  своимъ  предѣломъ  Ь.  0  (§  131)  и 


другаго  предѣла,  по  теор.  §  130,  имѣть  не  можетъ. 

Опредѣленіе.  Мѣрою  боновой  поверхности  конуса  наз. 
тотъ  единственный  предѣлъ,  къ  которому  приближается 
мѣра  боковой  поверхности  пирамиды,  описанной  около  омою 
конуса,  с»  удвоеніемъ  чггс.га  ея  граней.  Изъ  этого  опредѣ¬ 
ленія  слѣдуетъ 

§  219.  Те  в  рея  а  1.  Мѣра  боковой  поверхности  конуса 
равна  длинѣ  ощгужности  основанія  его,  умноженной  на 
половину  образующей  конуса. 

Означая  чрезъ  8  мѣру  боковой  поверхности  конуса,  чрезъ 
М— длину  образующей,  чрезъ  Ь  —  длину  окружности  осно¬ 
ванія  конуса  и  чрезъ  К— радіусъ  этого  основанія,  по  преды¬ 
дущему  §  будемъ  имѣть: 

М 

8=ь-  ^  > 

М 

„о  Ь  =  2кІІ  (§135);  слѣд,  8=2ігВу 

Слѣдствіе  1.  Изъ  послѣдней  формулы  видно,  что  мѣра  бо¬ 
ковой  поверхности  конуса  равна  мѣрѣ  площади  треуголь¬ 
ника,  котораго  основаніе  равно  длинѣ  окружности  основа¬ 
нія,  а  высота  равна  образующей  конуса. 

Слѣдствіе  2.  Отношеніе  боковыхъ  поверхностей  двухъ 
конусовъ  равно  произведенію  отношенія  радіусовъ  ихъ  осно¬ 
ваній  на  отношеніе  образующихъ. 


іс 
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Слѣдствіе  3.  Если  въ  конусѣ  основаніе  постоянно ,  а 
образующая  измѣняется,  та  боковая  поверхность  ею  про¬ 
порціональна  образующей.  Если  же  образующая  конуса 
постоянна,  а  основаніе  измѣняется,  то  боковая  ею  по¬ 
верхность  пропорціональна  радіусу  основанія  конуса. 

Теорема  2-  Мѣра  полной  поверхности  конуса  равняется 

мѣрѣ  площади  кривой  (т-  е.  боковой)  ею  поверхности, 
сложенной  съ  мѣрою  площади  основанія  его,  т.  с.  рав¬ 
няется  , 

гсіш+*и*  =гк(М+к). 

(М+К) 

Слѣдствіе.  Изъ  формулы  *К(М+К)=  2*Е  2  за¬ 

ключаемъ,  что  мѣра  полной  поверхности  конуса  равна  мѣрѣ 
площади  треугольника,  которою  основаніе  равно  длинѣ 
окружности  основанія  конуса,  а  высота -суммѣ  длинъ  ра¬ 
діуса  основанія  и  образующей  конуса. 

й  220.  Теорема.  Отношеніе  боковыхъ,  а  также  и  пол¬ 
ныхъ  поверхностей  двухъ  подобныхъ  конусовъ  равно  отно¬ 
шенію  квадратовъ  высотъ  о ли  отношенію  квадратовъ  ра¬ 
діусовъ  ихъ  основаній 

Пусть  8,  З7,  К,  Н  и  М  означаютъ  соотвѣтственно  мѣру 
боковой  поверхности,  мѣру  полной  поверхности,  радіусъ 
основанія,  высоту  и  образующую  одного  конуса;  *,  з  ,  г,  к 
н  т — тѣже  величины  другаго  конуса,  подобнаго  первому. 
Требуется  доказать,  что 

8  8'  На  _  К* 

т^ѵ-г*1 

Жоказ.  На  основаніи  слѣд.  2  теор.  1  §  219  имѣемъ: 

8  __  К  М 

8  —  г  '  т 

Но  по  опредѣленію  подобныхъ  конусовъ  треугольники,  оо- 
разующіе  эти  конусы,  подобны  (§217),  а  потому 
II  М  _  Н 

г  н»  Ь 

8  _  Л"  _  _к“ 

откуда  —  —  ір  —  г'" 

Изъ  теоремы  2  §  219  имѣемъ,  что 

8^_  К(М+11)  > 

я'  г  (т  4-  Г) 


К  м  н 

а  изъ  пропорцій  —  =-^-  =  у  имѣемъ,  что 


И+К 

»»4-г 

8' 


К 


откуда  у-  =  ѵ,  = 


Н 

7  “  Т’ 
н1  к* 
йч  г 


ІІ.шъреиіе  об'ьопй  квнуеа 

§  221.  Пусть  Н  будетъ  высота,  а  — перемѣнная  мѣра 
площади  оспованія  описанной  пирамиды;  тогда  мѣра  объема 

Н 

этой  пирамиды  Ст  выразится  такъ:  И  —У  .  у  •  (§  1 94,  теор.  2). 
НН 

Въ  произведеніи  .у  число  у —  постоянное,  а  число  — 

перемѣнное,  которое  измѣняется  еъ  измѣненіемъ  числа  сто¬ 
ронъ  п  правильнаго  многоугольника,  описаннаго  около  основа¬ 
нія  конуса,  п  имѣетъ  своимъ  предѣломъ  мѣру  площади  круга 
К  этого  основанія  (§  132).  Если  имѣетъ  своимъ  предѣ- 
л  Н 

ломъ  К,  то  произведеніе  0,  .  у,  т.  е.  перемѣнная  мѣра  объ¬ 
ема  онвсаиной  пирамиды,  имѣетъ  своимъ  предѣломъ  К. у 

(§  131)  и  другаго  предѣла,  по  теор.  §  130,  имѣть  не  можетъ. 

Опредѣленіе.  Мѣрою  объема  конуса  низ.  тотъ  единствен¬ 
ный  предѣлъ,  къ  которому  приближается  міьра  объема  пи- 
}юмиды,  описанной  около  конуса,  еъ  удвоеніемъ  числа  ея 
граней.  Изъ  этого  опредѣленія  слѣдуетъ 

§  222.  Теорема.  Мѣра  объема  конуса  равна  мѣрѣ  пло¬ 
щади  основанія  ею,  умноженной  на  тугсть  высоты  конуса. 

Означая  чрезъ  V  мѣру  объема  конуса,  чрезъ  Н — высоту 
его,  а  чрезъ  К — радіусъ  и  чрезъ  К  —  мѣру  площади  осно¬ 
ванія  конуса,  будемъ  по  предыдущему  §  имѣть: 


Ѵ=К  * 

3 

К=*Еа  (§  137),  елѣд. 


ѵ=*к,4 


Слѣдствіе  1.  Отношеніе  объемовъ  двухъ  конусовъ  равно 

іб» 


произведет»  отношеніи  площадей  из*  основаній  на  отно¬ 
шеніе  высотъ. 

Слѣдствіе  2-  Если  въ  конусѣ  основаніе  постоянно,  а  вы¬ 
сота  измѣняемся,  то  объемъ  этою  конуса  протрціоналет 
высотѣ.  Если  же  высота  конуса  постоянна,  а  основаніе 
его  измѣняется,  то  объемъ  такого  конуса  п-ропорціонсиен* 
площади  основанія. 

8  223  ТеОІІСМЛ.  Отношеніе  объемовъ  двухъ  подобныхъ 
конусовъ  'равно  отношенію  кубовъ  ихъ  высотъ  или  отноше¬ 
нію  кубовъ  радіусовъ  ихг  основаній. 

Пусть  V,  К  нН  означаютъ  соотвѣтственно  мѣру  объема, 
радіус-ь  основанія  и  высоту  одного  конуса;  *>,  г  и  А  тѣ 
•не  величины  другаго  конуса,  подобнаго  первому.  Требуется 

доказать,  что  _  $ 

V  Н 

7  =  V  — 


к5 


а.  Па  основаніи  слѣдствія  1  §  222  имѣемъ: 


V 


К’ 


_  тгК*  II _ 

ѵ  «г5  А  г*  А 

Но  по  опредѣленію  подобныхъ  конусовъ  (§  217), 
К  _  И. 
г  к  ’ 

У  _  На  _ 

слѣд.  —  —  —  г3 


Коаусь,  уевчеииый  іыоекеегыо  параллель¬ 
но  «сиішаиіи* 

8  224  Если  разсѣчемъ  конусъ  А5В  (чер.  321)  пдоскос- 
3  '  тью  МП  параллельно  оевовашю,  то  по 

Чер.  321.  §  215  подучимъ  въ  сѣченіи  окружность 

аЪ.  Часть  конуса  ВАо5,  заключенная 
между  основаніемъ  АВ  я  кругомъ  сѣ¬ 
ченія  аЪ,  наз.  усѣченнымъ  конусомъ. 
Круги  АВ  Н  аЬ  называются  основаніями 
усѣченнаго  конуса,  прямая  А  а  обра¬ 

зую щею,  прямая  О  о,  перпендикулярная 
къ  обоимъ  основаніямъ  и  соединяющая 
ихъ  центры  —  осью  усѣченнаго  конуса. 
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Чер.  322. 


і\, 


8  225.  Теорема  1.  Мѣра  боковой  поверхности  конуса,  уаь- 
ченнало  паралле.тіо  основанію,  равняется  полсуммѣ  окруж¬ 
ностей  основаній,  умноженной  на  образующую  его. 

Данъ  усѣченный  конусъ  АВЬо  (чер.  322).  Радіусъ  ниж¬ 
няго  основанія  его  АО  означимъ  чрезъ 
іц  радіусъ  верхняго  основанія  ао  —  че¬ 
резъ  г:  образующую  Ад— чрезъ  т.  Тре¬ 
буется  доказать,  что  мѣра  боковой  по¬ 
верхности  усѣченнаго  конуса 

8=  г"К  +  2.^  . 

Дока».  Достроимъ  усѣченный  конусъ  . |„4 . \ 

до  полнаго,  и  означимъ  образующую  Ай  . 

полнаго  конуса  А8В  чрезъ  М.  Если  изъ 
боковой  поверхности  полнаго  конуса  А8В  вычтемъ  боковую 
поверхность  отсѣченнаго  конуса  азЬ,  то  получимъ  искомую 
боковую  поверхность  усѣченнаго  конуса  АВЬв.  Такъ  какъ 
мѣра  боковой  поверхности  полнаго  конуса  А8В  равна 

2кКо~  *-  (§219),  а  мѣра  боковой  поверхности  отсѣченнаго 

конуса  анЬ  равна  2вг  то  нсісомая  мѣра  поверх¬ 

ности,  по  вышесказанному, 

2  я  ЕМ  2  кг  (М— м) 

~2  2  ЯЛ“ 


8= 


2  в  (К  М —  гМ+т) 
2 


2*  [М  (К  —г)+мг] 


Если  чрезъ  высоту  конуса  проведемъ  плоскость,  которая 
пересѣчетъ  нижнее  основаніе  по  прямой  АВ,  а  кругъ  сѣ¬ 
ченія — по  прямой  аЬ,  и  изъ  точка  а  опустимъ  перпендику¬ 
ляръ  оі)  на  АВ,  то  получимъ  подобные  треугольники  АаІ> 
н  АЗО,  изъ  которыхъ  имѣемъ,  что 

АВ  АО  В — г  К 

І  =  А8  «  -ТГ^М- 
(В— г)  М=»»Е. 

Ветавя  въ  выраженіе  8  вмѣсто  (К — г)  М  равное  ему  яіВ, 
получимъ: 


8= 


2*(»»Е+ми-)  _  2яК-Ь2кг 


т , 


что  и  требовалось  доказать. 
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Слѣдствіе  I.  Если  чрезъ  средину  высоты  усѣченнаго  ко¬ 
нуса  проведемъ  плоскость,  параллельную  его  основаніямъ, 
то  въ  сѣченіи  получимъ  окружность  17,  равную  полсуммѣ 
окружностей  основаній  усѣченнаго  конуса.  Въ  самомъ  дѣлѣ, 
означивъ  радіусъ  ТО'  чрезъ  г  ,  будемъ  имѣть 


К  80 

изъ  дА08«>дТ0  8  у  —  $(у 


изъ  д  ТО'Зсо  д  ао8 


8о 

80'  ‘ 


Складывая  эти  равенства,  получимъ: 

К+г  80  +  8о 

7  —  8сГ"  ’ 


но  80=80' +00'  и  8о=80' — о(У,  поэтому 
114 -г  80' +  00'+ 80'  — оО' 


80' 


откуда 


К  4-  »• 

— 7=2 

г 


?±Г=7. 

2 


Умноживъ  послѣднее  равенство  па  2т:  т,  получимъ,  что 
2дК  +  2нг  т  _  2  или  8=2+.  ш 


т.  е.  мгъра  баковой  поверх,  у  сѣчей,  конуса  равна  произве¬ 
денію  длины  окружности  средняго  сѣченія  на  образующую. 

Слѣдствіе 2.  Легко  видѣть,  что  мѣра  боковой  поверхности 
усѣченнаго  конуса  равняется  мѣрѣ  площади  трапеціи ,  парал¬ 
лельныя  стороны  которой  равны  длинамъ  окружностей 
основаній,  а  высота — образующей  усѣченнаго  конуса. 

Теорема  2-  Мѣра  по.гной  поверхности  усѣченнаго  конуса 
равняется  мѣрѣ  боковой  поверхности ,  сложенной  съ  мѣ]німи 


(2  +  +  2т *) 

площадей  основаній,  т.  е.  равна  т  0 


+  тсН5  +  — 


=  ндиК  +  7 :ПЫ  +  -кН*  +  *»•*=  «[Щи* + к) + г(т  +  г)]  • 

§  226.  Теорема.  Мѣра  объема  усѣченнаго  конуса  равна 
суммѣ  мѣръ  объемовъ  трехъ  конусовъ,  имѣющихъ  высоту, 
общую  съ  усѣченнымъ,  а  основанія:  одинъ — нижнее,  другой 
верхнее,  а  третій— среднее  пропорціональное  между  верх¬ 
нимъ  и  нижнимъ  основаніями  усѣченнаго  конуса. 
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Пусть  далъ  усѣченный  конусъ  АВіа  (чер. 
323),  высоту  котораго  О  о  означимъ  чрезъ  Н,  а 
радіусы  АО  и  ао  основаній  означимъ  соотвѣт¬ 
ственно  чрезъ  К  и  г.  Требуется  доказать, 
что  мѣра  объема  V  от ого  усѣченнаго  конуса 
1і  к  1і 

равпа  пП*.-д-+нк*.  — +  «Пл8. 

Дотом.  Достроимъ  усѣченный  конусъ  до 
полнаго  8АВ  в  означим»  высоту  80  этого 
полнаго  конуса  чрезъ  Н,  тогда  искомая  мѣ¬ 
ра  объема  V  усѣченнаго  конуса  АВб«  бу¬ 
детъ  равпа  разности  мѣръ  объемовъ  конусовъ 
А8В  и  азЬ,  і.  е. 


Чср.  323. 
И 

ц. 


7- АО*.  80  «ю*.8о  =Н*Н  +  (Н— К) 

ѵ=  з  з  —  з  з  • 


— |  (к*Н  —  г*Н+г*й)— з  [Н(Е*— г*)+г**]. 

Ееіи  проведемъ  плоскость  А8В  чрев»  высоту  ісонуса  во, 
п  опустимъ  из-ь  точки  о  перпендикуляръ  аі)  иа  основаніе 
АВ  треугольника  А8В,  то  получимъ  дАа0«>ДА&0  (§  л, 
теор.  4,’  слѣд.  2),  откуда  будемъ  имѣть,  что 
АБ  АО 

_ ,  т,  е. 

аЭ  80 
К— г  К 
к  — Н  ' 

Умноживъ  обѣ  части  равенства  па  К+г,  будемъ  имѣть: 

К^^  ^ЩК+г)  яли  ЩК._^=Л|1(К+Г). 

Бставляя  АК(К+г)  вмѣсто  Н(В*-т»)  въ  выраженіе  V, 
найдемъ,  что  .  к  к 

V  =  ^-(ЩК +г) +»-**)= пК*з  +  +  з+иК7-д- 


Шарь  к  его  екчеиія. 

§  227.  Полукругъ,  вращаясь  около  своего  діаметра,  ко¬ 
торый  остается  неподвижнымъ,  образуетъ  тѣло,  называемое 
шаромъ  или  сферою  {суііга).  При  этомъ  вращеніи  полуокруж¬ 
ность  описываетъ  поверхность  шара.  Центръ  полукруга  паз. 
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центромъ  шара.  Очевидно,  что  веѣ  точки  поверхности  шара 
равно  отстоять  отъ  центра  его.  Разстояніе  какой  ннбудь 
точки  шара  отъ  центра  его  наз.  радіусомъ  шара.  Прямая, 
соединяющая  двѣ  точки  шара  и  проходящая  чрезъ  центръ  его, 
назыв.  діаметромъ  шара. 

§  228.  Теорема.  Всякое,  сѣченіе  поверхности  тара  плос¬ 
костью  есть  окружность. 

Данъ  шаръ  О  (чер.  324)  и  дана  плоскость  МК,  которая 
разсѣкаетъ  поверхность  шара  по  нѣ¬ 
которой  линіи  БАБ;  требуется  дока¬ 
зать,  что  эта  линія  есть  окружность. 

Доказ.  Игъ  центра  О  шара  опустимъ 
на  плоскость  сѣченія  перпендикуляръ 
ОС  н  соединимъ  центръ  О  шара  и  ос¬ 
нованіе  С  перпендикуляра  съ  какими 
ппбудь  двумя  точками  А  и  В  линіи 
БАБ  прямыми  ОА,  ОБ,  СА  и  ОБ. 
Треугольники  АСО  и  ВСО  равны,  по¬ 
тому  что  имѣютъ  общій  катетъ  СО  н 
равныя  гипотенузы  АО  и  ВО,  какъ  радіусы  шара  (§  53, 
теор.  3,  слѣд.),  откуда  АС=ВС.  Слѣд.  всѣ  точки  лиши 
БАБ  находятся  въ  равномъ  разстояніи  отъ  одной  точки  о, 
лежащей  на  плоскости  МК,  а  потому  кривая  еѣчешя  есть 

окружность  (§  21).  .  ,  , 

СЛѢДСТВІЯ-  Если  означимъ  разстояніе  ОС  плоскости  сѣченія 
отъ  центра  шара  чрезъ  К,  радіусъ  шара  ОБ  чрезъ  К 
и  радіусъ  круга  сѣченія  СВ  чрезъ  г,  то  изъ  прямоугольнаго 
дОВС  будемъ  имѣть:  г=Ѵ&=&  (§  89,  слѣд.  2),  откуда 
слѣдуетъ,  что 

1)  Кругъ,  происшедшій  отъ  сѣченія  шара  пмскосшъю , 
увеличивается  по  мѣрѣ  приближенія  его  къ  центру  шара, 
потому  что  К  уменьшается. 

2)  Если  сѣченіе  проходитъ  чрезъ  центръ  шара,  то  Д-і 
и  г=К,  т.  е.  центръ  такого  круга  сѣченія  совпадаетъ  съ 
центромъ  шара  и  радіусъ  круга  сѣченія  равенъ  радіусу  ша¬ 
ра  Такое  сѣченіе  болѣе  всякаго  другаго  и  потому  кругъ, 
образованный  сѣченіемъ,  проходящимъ  чрезъ  центръ,  наз. 
большимъ,  а  кругъ,  образованный  сѣченіемъ,  не  проходя¬ 
щимъ  чрезъ  „,-ма.тзп  кругомъ.  Очевидно,  что  и» 
большіе  крут  того  же  шара  равны  между  собою. 

3)  Большіе  круги  взаимно  дѣлятся  пополамъ,  пото  , 


Чер.  324. 
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что  прямая  ихъ  пересѣченія  проходитъ  чрезъ  центръ  шара 
и  слѣд.  составляетъ  діаметръ,  общій  обоимъ  кругамъ. 

4)  Всякій  большой  кругъ  дѣлать  шаръ  и  поверхность 
его  на  двѣ  равныя  части,  потому  что  эти  части  при  нало¬ 
женіи  совмѣщаются. 

§  229.  Если  разсѣчемъ  шаръ  плоскостью,  то  онъ  раздѣ¬ 
лится  на  двѣ  части,  изъ  которыхъ  каждая  наз.  шаровымъ 
отрѣзкомъ  и .ш  шаровымъ  сегментомъ.  Слѣд.  шаровымъ  от¬ 
рѣзкомъ  наз.  часть  шара,  отсѣченная  плоскостью,  наир. 
АСВБ  (чер.  325)  есть  шаровой  отрѣзокъ.  Часть  поверхяо- 

Чер-  325. 


сти  шара  АСВ,  ограничивающая  шаровой  отрѣзокъ,  наз. 
боковою  гюверхпостъю  его.  Кругъ  сѣченія  АВ  наз.  ^  основа¬ 
ніемъ  шароваго  отргьзка,  а  часть  перпендикуляра  СБ,  воз¬ 
ставленнаго  къ  кругу  основанія  изъ  центра  его  до  пересѣ¬ 
ченія  съ  поверхностью  отрѣзка, — высотою  его. 

§  230.  Часть  шара  ЕѲБР,  ограниченная  двумя  параллель¬ 
ными  кругами  сѣченія,  наз.  шаровымъ  слоемъ,  а  часть  по¬ 
верхности  шара,  ограничивающая  шаровой  слой,  шаровымъ 
поясомъ  ила  зоною  (;«>г,).  Высотою  слоя  называется  раз¬ 
стояніе  НН'  между  параллельными  сѣченіями,  которыя  на¬ 
зываются  основаніями  шароваго  пояса. 

§  231.  Если  круговой  вырѣаокъ  АСО  будетъ  вращаться 
около  радіуса  ОС,  проходящаго  чрезъ  конецъ  С  дуги  АС 
зтого  вырѣзка,  то  образуется  гиаровой  вырѵ,зокъ  или  шаро¬ 
вой  секторъ.  Этотъ  вырѣзокъ  отдѣляется  отъ  всего  піара 
коническою  поверхностью,  образованной  прямою  ОА;  вершина 
этой  конической  поверхности  въ  центрѣ  О  шара,  а  ось  ОС 


совпадаетъ  съ  осью  вращенія.  Описаапая  при  этомъ  дугою 
ЛС  поверхность  сегмента  наз.  основаніемъ  сектора. 

Шаровой  вырѣзовъ  можетъ  имѣть  другой  видъ  именно: 
можетъ  образоваться  вращеніемъ  вруговаго  вырѣзка  ІМО  оьол 
радіѵса  ОР,  нс  проходящаго  чрезъ  точку  дуги  Ш,  но  нр 
атомъ  вращеаіи  уголъ  ЮР  долженъ  сохранять  одну  я  туже 
веіичшіу.  Этотъ  вырѣзокъ  читается  пятью  буквами  ІМ  . 
п  отдѣляется  отъ  всего  шара  двумя  коническими  поверхно¬ 
стями,  образованными  прямыми  ОМ  и  01;  вершины  этихъ 
коническихъ  поверхностей  въ  центрѣ  О  шара,  а  оси  совпа¬ 
даютъ  съ  осью  вращенія  ОР.  Описанный  при  этомъ  дугою 
ІМ  поясъ  ШИК  наз.  основаніемъ  сектора. 

к  232.  Плоскость  NN  (чер.  326),  имѣющая  только  одну 
общую  точку  Р  съ  поверхностью  шара  О, 
вазыв.  касательною  тюскостъю. 

Т^орвМЛ  I  •  Касательная  плоскость 
гщтендшулярна  къ  радіусу  шара,  про¬ 
веденному  въ  точку  прикосновенія. 

Дана  плоскость  МЯ  касательная  въ 
точкѣ  Р  къ  шару  О  и  проведенъ  радіусъ 
ОР  въ  эту  точку;  гребуетея  доказать,  что 
радіусъ  ОР  перпендикуляренъ  къ  плоско¬ 
сти  М2*. 


Ч&р.  326- 


Локаз.  Прямая,  соединяющая  центръ  ша|ш  О  со  всякою 
другою  точкою  плоскости  МН,  длиннѣе  ОР,  потому  что  вся¬ 
кая  другая  точка  0  плоскости  NN  лежитъ  внѣ  шара,  т.  е, 
далѣе  отъ  цептра,  нежели  точка  Г,  а  потому  прямая  Л 
есть  кратчайшее  разстояніе  отъ  центра  до  касательной  плос¬ 
кости  МИ,  слѣдов.  ОР  есть  перпендикуляръ  къ  этой  плос¬ 
кости  (§  148,  теор.  1  и  §  150). 

Теорема  2,  обр.  П.юскоетъ,  проведенная  черезъ  конецъ 
радіуса  перпендикулярно  къ  этому  родіусу ,  есть  носкость 
касательная  къ  шару. 

Локаз.  По  условію  ОР  есть  перпеидикуляръ  къ  плоскости 
NN  изъ  центра  О  шара,  а  перпендикуляръ  короче  наклон¬ 
ной  (§150);  слѣд.  разстояніе  какой  нибудь  точки  О 
плоскости  отъ  центра  болѣе  перпендикуляра  ОР,  т.  е.  бо¬ 
лѣе  радіуса,  а  потому  всѣ  точки  плоскости  МП,  кромѣ 
точки  Р  не  лежатъ  на  поверхности  шара,  а  внѣ  ея. 
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Измѣреніе  поверх  тети  піара  и  его  частей. 

§  233.  Если  вообразимъ  себѣ  на  плоскости  прямую,  око¬ 
ло  которой  эта  плоскость  вращается,  причемъ  прямая  остает¬ 
ся  неподвижною,  то  всякакая  линія,  лежащая  на  этой  плос¬ 
кости  опишетъ  нѣкоторую  поверхность,  которая  называется 
поверхностью  в]ніщенія-,  неподвижная  прямая— осью  врашенщ 
перемѣщающаяся  линія — образующею  поверхности. 

Теорема.  Мѣра  поверхности,  образованной  движеніемъ 
конечной  прямой,  не  перпендикулярной  къ  оси  вращенія, 
равна  проложенпо  этой  прямой  на  ось,  умноженному  на 
длину  окружности,  радіусъ  которой  есть  длина  перѣенди- 
куляра,  возставленною  къ  сказанной  прямой  изъ  средины 
ея  до  пересѣченія  съ  осью  вращенія. 

Пусть  будетъ  прямая  АВ  (чер.  327)  — ось  вращенія;  ко¬ 
нечная  прямая  СП  (не  перпенди¬ 
кулярная  к  не  параллельная  АВ) 
образующая  поверхности  СБСЕ, 
описанной  вращеніемъ  прямой  СІ) 
около  оси.  Требуется  доказать, 
что  мѣра  этой  поверхности  8  равна 
2пОХхСК,  гдѣ  ОХ  есть  перпен¬ 
дикуляръ  къ  прямой  СВ  изъ  ея 
средины  N  до  встрѣчи  съ  осью 
въ  точкѣ  О,  (Ж  —  продоженіе 
прямой  СВ  на  ось  вращенія  АВ. 

Локаз.  Такъ  какъ  прямыя  А  В  и  СІ)  лежатъ  въ  одной 
плоскости,  то  продо.ѵ.ьенная  прямая  СВ  пересѣчетъ  прямую 
АВ  и  при  вращеніи  образуетъ  конусъ,  поэтому  прямая 
СВ  при  вращеніи  образуетъ  усѣченный  конусъ,  слѣд.  мѣра 
поверхности,  образованной  прямою  СВ,  будетъ  равна 

2нКр  +  2т:ОС_  2иЛК .  СБ  (§  225,  теор.  1). 

Проведя  изъ  точки  С  прямую  ОР,  параллельную  прямой 
СВ,  получимъ  подобные  треугольники  КОР  и  МКО,  потому 
что  всѣ  ихъ  стороны  соотвѣтственно  перпендикулярны  (§  93, 

теор.  4,  слѣд.  1),  н  поэтому  имѣемъ: 

NN  ск  илн  >с*.ер=ст.бк, 


А 

г  X- . - 

>- .  - 

X  к 

/ 

0 

Ів 

СК¬ 


ОР 


—  252  — 


Ч«р.  328. 


но  (}Р  =  (Л>  (§  58,  твор.  1)  я  слѣд. 

МХ  .  СВ  =  О» .  (Ж  , 

или,  умноживъ  обѣ  части  равенства  на  2м,  получимъ 
2  и  МН  .  СВ  =  2пОХ  .  ОК, 
т.  е.  мѣра  поверхности  8  =  2*ОК  .  ОК. 

Замѣчаніе.  Если  образующая  прямая  параллельна  оси 
вращенія,  то  эта  теорема  очевидна,  потому  что  тогда  поверх¬ 
ность  вращенія  есть  поверхность  цилиндрическая. 

§  234.  Теорема.  Ест  ось  проходитъ  черезъ  протмеупо- 
ложнып  вершины  и  черезъ  центръ  описаннаго  правильнаго 
полумноюуголънина ,  то  мѣра  поверхности  тлкга,  научен¬ 
наго  отъ  вращенія  этого  полу  много  угольника,  равна  окруж¬ 
ности  большаго  круга  вписаннаго  шара ,  умноженной  на 
ось  вращенія . 

Докаг.  Возьмемъ  описанный  около  даннаго  круга  правильныя 
многоугольникъ  съ  четнымъ  чнедомъ  сторонъ,  напр.  правиль¬ 
ный  десятиугольникъ.  Заставимъ  половину 
этого  многоугольника  вмѣстѣ  съ  половиною 
круга  вращаться  около  прямой  АР  (чер.  328), 
проходящей  черезъ  центръ  О  н  протнвтпо- 
ложныя  вершины  многоугольника,  какъ  около 
оси,  тогда  полукругъ  образуетъ  шаръ,  а 
описанный  полумиого  угольникъ  описанное 
около  этого  шара  тѣло  вращенія.  По  преды¬ 
дущему  §  легко  вычислить  мѣру  поверхности 
этого  тѣла  вращенія. 

Въ  салонъ  дѣлѣ,  означивъ  радіусъ  дан¬ 
наго  крута  черезъ  Е,  и  черезъ  А  длину 
оси  АР,  получимъ: 
мѣра  поверхности  описанной  прямою  АВ=2гК.А 
ч  ВС=2*  К .  6Н 

I  „  СВ=2ігК.НІ 

„  ВЕ=2цК-ІК 
”  *  ’  ,  ЕР=2иК.КГ 

Слѣд.  мѣра  поверхности  оннеапнаго  тѣла  вращенія  равна 
2*  К  (АО+ОН+НІ+ІК+КР)  =2пП.  АР  =  2п  К .  А. 
к  235.  Въ  пронзведеаін  2*11. найденномъ  въ  преды¬ 
дущемъ  §,  множитель  2кК  есть  постоянное  число,  а  А— пе¬ 
ремѣнное,  которое  уменьшается  съ  уведмчмашемъ  числа 
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сторонъ  описаннаго  многоугольника  и  имѣетъ  своимъ  пре- 
можпо  дѣломъ  діаметръ  шара  2К.  Послѣднее  можно  доказать 
такъ:  изъ  прямоугольнаго  Д  АОЛ  имѣемъ, что  АХ*=АО*  ОК 
идя ,  означивъ  сторону  описаннаго  правильнаго  многоуголь- 
ника  АВ  чрезъ  Ь,н,  получимъ: 

(А=)’=  (А)’-Ц-  ...  Ч,=4'-4ІГ. 

Но,  съ  удвоеніемъ  числа  сторонъ,  сторона  описаннаго 
многоугольника  уменьшается  и  можетъ  быть  сдѣлана  какъ 
угодно  малою,  слѣд.  и  ЬЪ  еще  быстрѣе  уменьшается  м  ско¬ 
рѣе  можетъ  быть  сдѣлана  какъ  угодно  малою,  а  потому  и 
разность  А а — 4ІІ’1  также  уменьшается  и  можетъ  быть  сдѣ¬ 
лана  менѣе  произвольно  малаго  числа,  т.  е.  А  прибли¬ 
жается  къ  211,  притомъ  такъ,  что  разность  между  А  н  2В 
можетъ  быть  сдѣлана  какъ  угодно  малого.  Так.  образ,  діа¬ 
метръ  шара  есть  предѣлъ  для  перемѣнной  длины  оси  с  ка¬ 
зали  аго  тѣла  вращепія.  Итакъ,  если  А  имѣетъ  своимъ  пре¬ 
дѣломъ  21»,  то  2*К  .  А,  т.  е.  перемѣнная  мѣра  поверхности 
оинсаииаго  тѣла  вращенія  имѣетъ,  по  теоремѣ  §  131,  своимъ 
предѣломъ  2*К.‘ЛІ  и,  по  теоремѣ  §  130,  другаго  предѣла 
имѣть  не  можетъ. 

Опредѣленіе.  Мѣрою  поверхности  шара  называется  тотъ 
единственный  предѣлъ,  къ  которому  приближается  мѣра 
поверхности  унизаннаго  тѣла  вращенія  съ  удвоеніемъ  чисиг 
сторонъ  многоугольника,  образовавшаго  это  тѣло  вращенія. 

Изъ  этого  опредѣленія  слѣдуетъ 

§  23С.  Теорема.  Мѣра  поверхности  тара  равна  длинѣ 
окружности  большаго  круга,  умноженной  на  діаметръ.  То 
есть,  означивъ  мѣру  поверхности  шара  буквою  8  и  черезъ 
К — радіусъ  его,  имѣемъ 

8  =  2~К .  211  =  4пВ2. 

Слѣдствіе.  Мѣра  поверхности  тара  равна  учемверен- 
иой  мѣрѣ  площади  большаго  круга  тара. 

Такъ  какъ  8  =  *(2ІІ)*,  то  мѣра  поверхности  шара 
равна  площади  большаго  круга,  радіусъ  которою  равенъ 
діаметру  шара. 

Такъ  какъ  К  =  у,  гдѣ  Б  есть  діаметръ  шара,  то 
8  =з  нВ*. 


—  254  — 


§  237.  Теорема  Отношеніе,  поверхностей  двухъ  шаровъ 
равно  отношенію  квадратовъ  ихъ  радіусовъ. 

Такъ  какъ  всѣ  шары  подобны  между  собою,  то  означивъ 
чрезъ  8  и  8'  мѣры  поверхностей  двухъ  шаровъ,  которыхъ 
радіусы  К  и  К',  будемъ  имѣть  (§  236): 

8  4*11’  К* 

8"  “  “  К'*  ‘ 

к  238.  Изъ  опредѣленія  мѣры  поверхности  шара  (§  235) 
слѣдуетъ,  что  мѣра  поверхности  шароваго  пояса ,  какъ  части 
поверхности  шара,  ес*ш>  предѣлъ,  къ  которому  прибли¬ 
жается  мѣра  пасти  поверхности  тѣла  вращенія,  заклю¬ 
ченной  между  параллельными  плоскостями,  ограничиваю¬ 
щими  поясъ,  гь  то  время,  какъ  мѣра  всей  поверхности  тѣла 
вращеніи  приближается  къ  мѣрѣ  поверхности  всего  шара. 

Точно  также  мѣра  боковой  поверхности  шароваго  отрѣзка 
(сегмента)  какъ  части  поверхности  шара  есть  предѣлъ,  къ 
которому  приближается  мѣра  части  поверхности  тѣла 
а ращенія,  отсѣченной  плоскостью  основанія  отрѣзка,  въ 
то  время,  какъ  мѣра  всей  поверхности  тѣла  вращенія  при¬ 
ближается  къ  мѣрѣ  поверхности  всего  шара.  Изъ  этихъ 
опредѣленій  вытекаютъ  слѣдующія  днѣ  теоремы. 

Г  239.  Тевреиа  I.  Мѣра  поверхности  шароваго  пояса 
р<івна  длинѣ  окружности  большаго  круга  шора,  умножен¬ 
ной  на  высоту  пояса. 

То  есть,  означая  черезъ  в— мѣру  поверхности  шароваго 
пояса,  черезъ  Ь — высоту  пояса  и  черезъ  К— радіусъ  шара, 

вуМ“,  шй»:  ,  =  **.*. 

Теорема  2.  Мѣра  боновой  поверхности  шаровало  отрѣзка 
(сегмента)  равна  длин»  окружности  большаго  круга,  умно¬ 
женной  на  высоту  отрѣзы.  То  есть,  означая  черезъ  »- 
мѣру  боковой  поверхности  шароваго  отрѣзка,  черкл,  Л— вы 
соту  отрѣзка,  а  черезъ  К-радіусъ  шара,  будемъ  имѣть: 
о=  2* К  .  к. 

Мѣра  полной  поверхности  шароваго  отрѣзка  получится,  если 
В1  о  прибавимъ  мѣру  площади  основанія  отрѣзка. 

Измѣреніе  объема  шара  и  его  чаете»». 

§  240.  Опредѣленіе  мѣры  объема  шара  основано  на  слѣ¬ 
дующей  теоремѣ: 
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Теорема.  Если  треугольникъ  обращается  около  оси,  ко- 
тораГлежттъ  въ  плоскости  треугольника  и 
черезъ  одну  изъ  ею  вершит,  то  мѣра  объема  пРОІШ“  *~ 
паю  тѣла  вращенія  равняется  произведенью  мѣры  повер¬ 
хности  описанной  стороною,  пропшвулежащею  сказанной 
вершинѣ,  на  треть  высоты  треугольника,  соотвѣтствую¬ 
щей  тай  же  самой  вершинѣ. 

Означимъ  чревъ  V  мѣру  объема  искомаго  тѣла  вращеніи 

п  оазсмотримъ  три  случая  отдѣльно: 

1-й  сличай.  Пусть  одна  изъ  сторонъ  ВС  треугольника  АВъ 
(чеп  329)  находится  на  оси  вращенія  МЛ. 

(  Проведемъ  выеоту  СИ  треугольника  АВС,  соотвѣтствую¬ 
щую  вершинѣ  С,  н  докажемъ,  что  Ѵ  =  мѣрѣ  повер.,  образо¬ 


ванной  прямою 


АВ,  X  ~  СИ. 


Іояаз  Опустимъ  изъ  А  перпендикуляръ  А? 
па  ось  вращенія  МН,  и  замѣтимъ,  что  полу¬ 
ченное  тѣло,  вращеніи  состоитъ  изъ  двухъ  ко¬ 
нусовъ,  имѣющихъ  общимъ  основаніемъ  кругъ 
радіуса  АР,  и  образующая  одного  —  АВ,  а 
другаго — АС.  С.лѣд. 


ВР 


РС 


V— яАР*  .  пр  +*АР8 .  =3- 


Но  двойная  площадь  дАВС  выражается  или 
черезъ  произведеніе  АР  .  ВС  или  про¬ 

изведеніе  СП .  АВ,  поэтому  АР  .  ВС— СИ .  ЛЬ, 

о», да  Т=ІЛГ.АЬГО. 

Такъ  какъ  и  АР  .  АВ  есть  мѣра  боковой  по¬ 
верхности  конуса,  происшедшаго  отъ  враще¬ 
нія  прямой  АВ  около  МК,тоѴ=кѣрѣ  позер., 

образованной  прямою  АВ,Х  д-  СИ. 


2-й  случай.  Пустъ  данный  треугольникъ 
ЛВС  (чер.  330)  имѣетъ  одну  только  вершину 
иа  оси  вращенія  МН  н  продолженіе  стороны 
АВ.  противулежащей  этой  вершинѣ,  перееѣ- 
каетъ  Ш*  въ  какой  нпбудь  точкѣ  Е.  Требует¬ 
ся  доказать,  что  и  въ  этомъ  случаѣ 


Чер.  329- 
м 


Чер.  380. 
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Ѵ=мѣрѣ  поиер.,  описанной  прямою  АВ.Х'дСИ. 

Доказ.  Объемъ  тѣла,  полученнаго  отъ  обращенія  треуголь¬ 
ника  АВС  около  оси  МУ,  равенъ  разности  объемовъ  тѣлъ, 
полученныхъ  отъ  вращенія  дАСЕ  и  ДВОЕ.  Означая  че¬ 
резъ  «1  и  г,  мѣры  обьемовъ  послѣднихъ  тѣлъ,  имѣемъ  по 
предыдущему:  ^ 

я^мѣрѣ  поверхности,  образованной  прямою  АЕ,Х  у  СО; 

с8=:мѣрЬ  поверхности,  образоваипой  прямою  ВЕ,Х  у  ОБ. 


откуда  V  =  «,  —  ѵ%  — 

=  мѣрѣ  поверхности,  образованной  прямою  АВ,Х  3  СИ. 


3-й  случай.  Пусть  данный  треугольникъ  АВС  (чер.  331) 
имѣетъ  вершину  С  на  оси  вращенія  МУ  и  сто¬ 
рона  АВ,  протнвулезнащая  этой  вершинѣ,  парал¬ 
лельна  этой  оси.  Требуется  доказать,  что 

г=гмѣрѣ  повер.,  образованной  прямоюАВ,ХуСВ. 

Доказ.  Мѣра  объема  тѣла,  полученнаго  отъ 
враіцаиія  даннаго  треугольник»  АВС  около  оси 
МУ,  равняется  мѣрѣ  объема  цилиндра,  образую¬ 
щая  котораго  есть  сторона  АВ,  и  радіусъ  осно¬ 
ванія-высота  СІ)  треугольника  АВС,  безъ  суммы 
мѣръ  объемовъ  двухъ  конусовъ,  образующія  ко¬ 
торыхъ  суть  стороны  АС  и  ВС.  Означая  черезъ 
г0  и  ѵ3  мѣры  объемовъ  этихъ  трехъ  тѣлъ 
послѣдовательно,  имѣемъ: 

ѵ.  =кСВ*.ЛВ 


г.  =  *АЕ* 


?=-»■ 

СЕ 


=  кВЕ*  .  ~  =~-СВг .  у ,  откуда 


?)= 


ѵ=Рі-(к,4-Ѵ,)  =  ^СВ* .  АВ-  ( кСБ*  +*СВ- 


ЕС 

3 

СТ 

3 
ЕС 


=  *СБ*. 


АВ  -  у  ЕЕ 


=*СВ’.у  АВ. 
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Чер.  332. 


Такъ  какъ  V кСВ  .  АВ  есть  мѣра  поверхности  цилиндра, 
образующая  котораго —АВ,  то  имѣемъ:  ^ 

г  =  мѣрѣ  поверхности,  описанной  прямою  АВ,Х  3  СВ. 

<  241.  Теорема.  Мѣра  объема  *»».«*  вращенія,  образо¬ 
ванною  двимсеніемь  половины  праоимнаю  многощо.пннха 
гъ  четным*  чис.юмъ  странъ  оком  осы,  проходящей  черезъ 
центр;,  н  черезъ  вершинъ,  п-ротиву.іежащтъ  угловъ  мнто- 
і/голінаса,  равна  произведенію  мѣры  по¬ 
верхности  ото ю  тѣла  вращенія  на  третъ 
радіуса  вписаннаго  шара. 

Около  круга  радіуса  К  описанъ  правиль¬ 
ный  многоугольникъ  сь  четнымъ  числомъ  сто¬ 
ронъ.  О»  обращенія  этого  полукруга  вмѣстѣ 
съ  яолумногоугольмикомъ  около  оси  АН  (чер. 

332) подучится  шаръ  н  оішеанное  около  него 
тѣло  вращенія.  Требуется  доказать,  что  мѣ¬ 
ра  объема  С  этого  тѣла  вращенія  равна 

2пКѣ  .  ^  ,  гдѣ  А  есть  длина  оси  АР. 

Іохаз.  Но  предыдущей  теоремѣ  имѣемъ: 

Мѣра  объема  тѣла,  котораго  боковая  поверхность  ^об¬ 
разована  прямою  АВ,=  мѣрѣ  повер.,  образ.  ЛВ,Х  у 

К 

ВС, =  мѣрѣ  повер.,  образ.  ВС,Х  3 

К 

.  СІ),  —  мѣрѣ  повер.,  образ.  СВ.  X  3 

,  В 

1)К,=  мѣрѣ  повер.,  образ.  ВК,  X  3 

В 

ЕТ?,=  мѣрѣ  номер.,  образ.  ЕЕ,Х  3  - 

Откуда  мѣра  объема  II  тѣла  вращенія  і>авші  суммѣ  мѣръ 
поверхностей,  образованныхъ  прямыми  АВ,  ВС,  СВ,  ВС, 
т.  с.  равна  мѣрѣ  поверхности  1"  всего  тѣла  вращенія,  у  - 
поденной  па  треть  радіуса  шара,  иди 
„  К 


С  =  -  • 


3  ’ 


„о  2_2*К.Л  (§  234); 


И  2  ѵ 
11=8*11  Д.  у  =  у«ъ  -  А. 


с.гЬдов. 
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2  ..  2  1Я 
^  24  2.  Іі-ь  произведеніи  -ІІ'.Л  множитель  ^  -Ь 


постоянное  число,  а  множитель  л — перемѣнное.  уменьшаю¬ 
щееся  еъ  увелнчіитшемъ  числа  сторонъ  оішеашіаго  п»лу- 
ііііогоѵгольника.  обмотавшаго  тѣло  вращенія,  п  имѣющее 
СВОИМ!.  предѣломъ.  какъ  доказано  въ  •?  235,  діаметра,  шара 

2 

21!..  К  ели  лее  Л  имѣетъ  своимъ  предѣламъ  21!.  то  ,^1  •  .А, 
то  есть  перемѣнная  мѣра  объема  оиисанияю  тѣла  вращеніи. 

О 

имѣетъ,  но  теоремѣ  5-13’:  своимъ  предѣломъ  ‘  т.\\* . 21!.  и.ш 

4  пі! 3  и  другаго  предѣла,  но  теор.  §  130.  имѣть  не  можетъ. 
Опредѣленіе.  Мѣрою  объема  шара  паям.  томъ  Шн- 

ствошшй  предѣлъ,  къ  шайром, і  приближается  мѣра  объема 
списаннаго  тѣла  вращеніи  съ  удвоеніемъ  наела  сторонъ 
полуммпоуіо.іъннт.  обрнтваитаю  мт  тѣло  вращенія. 

Йяъ  итого  опредѣленіи  слѣдуетъ 

$  243.  Теорма-  Мѣра  объема  шири  равнявшим  мѣрѣ 
па  поверхности,  умноженной  на  треть  радіуса  шири. 
Оаначивъ  черепъ  V  мѣру  объема  піаря,  чревъ  Я  мѣру  по¬ 


верхности  и  черевъ  К— радіусъ  шара. будемъ  имѣть:  \  У  • 


1! 


но  N  =  4“Н*  (•?  236),  поэтому 

ѵ=4-’- 

С.адавіе.  Такъ  какъ  К=  гдѣ  1»  есть  діаметръ  тара,  то 


1 

Ѵ==  б'1)  ' 

М  244.  Теорема.  Отношеніе  объемовъ  двухъ  шаровъ  равно 
отношенію  кубовъ  ихъ  радіусовъ.  Такъ  какъ  всѣ  шарм 
подобны,  то,  означивъ  ч]мяъ  А  и  У  мѣры  «нгьемовь  д  >. 
шаровъ,  которыхъ  радіусы  К  и  К',  будемъ  имѣть  243) 

V  _  У.1*’  _  Д1. 

V'  -  7,77 1!71  -  И'3 

§  ->45  Изъ  опредѣленія  мѣры  объема  тара  (.§  ‘-42)  слѣ¬ 
дуетъ"  что  мѣра  объема  шаровало  оиргъякп  (стноут)  п.  ееі- 


исяя ММ»  основаніемъ,  какъ,  части  объема  тара,  отдѣлен- 
ш'и  суп,-,,  всего  тара  жаничеекоп  поверхностью  вырѣзка,  есть 
средѣ, г  къ  которому  приближается  мѣра  части  объема 
шша  вращенія,  'ограниченной  сказано*  коническою,  поверх- 

иіп  приближается  къ  мѣрѣ  объема  всего  шара. 

Точно  также  мѣра  объема  шаровар,  вырѣгка,  основаніе 
которая  есть  поясъ, -какъ  части  объема  шара,  заключен-^ 
ной  мсѵду  двумя  коническими  поверхностями  вырѣзки  с,ть 
предѣлъ,  къ  которому  приближается  мѣра  части  объема 
,і,ѣ, а  вращенія,  ограниченной  сказанными  коническими  по- 

вращенія  приближается  въ  мѣрѣ  ооъема  всею  шар  . 

Изъ  сишаниаіч)  слѣдуетъ: 

Ч  Тееоеяа  Мѣра  объема  „снято  сферическаго  вы- 

тІК~  .сектора)  равна  произведенію  мѣры  поверхности 
'отрѣзками  'мѣры  поверхности  пояс,  — 

сферическому  «ДО»  0» 

тигтъ  радіуса  шара.  1 .  е.  означая  чрезъ  у  ю 
вы  рѣдка,  чрезъ  б — высоту  сферическаго  отрѣзка  или  слоя, 
соотвѣтствующаго  вырѣзку,  и  чревъ  11 -радіусъ  шара,  бу¬ 
демъ  имѣть:  ^  0 

в  =  2Яи Й.-7  =  і  тЯ*и. 


ч  047  Теорема  I  Мѣ/нг  Объема  шароваго  отрѣзка  равна 
пашинѣ  „іюизвеоенін  мѣры  плащи 4*  ею  основанія  па  он- 
сложенной  съ  мѣрою  объема  шара,  діаметръ  «спораго 
равенъ  высотѣ  отрѣзка. 


Чеу.  838. 


Означимъ  черевъ  V  мѣру  объема  шар-шаго  отрѣ 
мента)  А2ШК  (чер.  333),  че- 
ршгь  г — радіуса.  Ш-’  оенова- 
нія  его;  чере-гъ  к  —  высоту 
>СР  отрѣвкя,  и  докажемъ,  что 

Т.гѵ,  ,  «А* 

V—  — +  г,  • 

Доказ.  Объемъ  отрѣвка 
Л.ЗШК  равенъ  объему  вы¬ 
рѣзка  ЛХВО  безъ  объема  ко¬ 
нуса  ОАВ.  Означая  радіусъ 
шара  черезъ  К,  будемъ  имѣть: 


ака  (с  о  г- 


—  260  — 


йі 

мѣра  объема  вырѣзка  АХ  ВО  —  у  гІ>  А, 
пг8 

мѣра  объема  конуса  ОАВ=  — у  (1! — А): 

слѣдов. 

Ѵ=упК8А  —  у  г1  (II  —  А)  =  у  (2«вА— Иг'+Аг*): 
но  изъ  Д АОІ*'  имѣемъ: 

К*  =  (11— А)*+»-8  иди  21ІА  =  А8 +>•*,  откуда 


2  А 

Подставивъ  въ  выраженіе  V  на  мѣсто  1!  его  величину, 
получимъ: 

(/»*+*•*)*  А  А’+г8 
ТІг~ 


г. 

Ѵ=  3 


27/ 

«г1*  =А_8 

2  +  'б  ' 


г8  4-  А/-8  = 


Теорема  2.  Мѣра  объема  шаровало  слон  рати  произве¬ 
денію  полусуммы  мѣръ  ею  основаній  на  высоту,  см  мин¬ 
ному  съ  объемомъ  тара,  діаметръ  котораго  равенъ  высо¬ 
тѣ  слоя. 

Означимъ  черезъ  V  мѣру  объема  сферическаго  слои  А  ВІЯ', 
черезъ  »•  и  г, — радіусы  ВІ’  и  01)  основаній  его,  черезъ  Н — 
высоту  слоя,  и  докажемъ,  что 

у=^.н  +  ^. 

Доказ.  Объемъ  сферическаго  слоя  Л  В IX’  равенъ  объему 
отрѣзка  0X1)0  безъ  объема  отрѣзка  АКВГ.  Означивъ  вы¬ 
соту  перваго  отрѣзка  черезъ  Л,,  втораго—  черезъ  А,  будемъ 
имѣть: 

гЛ*\  (г.гЧ  ,  иА8\ 

ѵ=  Н^+Ѵ-]  7  “л* 


ѵ=  ^  (г/А1-г»А)+  у  (/**,  — Л") 


(1). 


Означивъ  радіусъ  шара  черезъ  II,  изъ  д  01)0  и  дОВГ 
получимъ: 

*.!±ь1  „  в_*!±г!. 

•21,.  “  2А  л 


11  = 


откуда 
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**+-  или  Ъ\Ъ  +  г'к  =  к\+г\, 

''ш  г8  А,  =  і\ 8  А  +  МЛ  (А,  —  А)  (2). 

Изъ  чертежа  видно,  что  А, — А=Н  или  А ,=11+^»  поэтому, 
встав н  въ  первый  членъ  равенства  (2)  вмѣсто  А„  и  въ  пос¬ 
лѣдній  членъ  того  же  равенства  вмѣсто  А, — А  ихъ  величи¬ 
ны,  получимъ 

г8.  (Н+й)  =  к,8 А+АЛ.П  или 

»лА  =  г,*й  —  г*Н  +  АА,  Н. 

Возведя  въ  кубъ  обѣ  части  равенства  Л, — Л=Н.  найдемъ, 
что 


Л, 1  —  /і*  =  11*4-3  А  А,  Н. 

Вставимъ  въ  равенство  (1)  выраженія  >■“//  и  Л,'1— А3  и  бу¬ 
демъ  имѣть 


ѵ=^1.н+^. 


•{аяѣчаніе.  Кс.ш  радіусъ  одного  изъ  основаній  шароваго 
слои,  папр.  г,  положимъ  равнымъ  нулю,  то  слой  обра¬ 
тится  въ  шаровой  отрѣ¬ 
зокъ  н  послѣдняя  формула 
в-ь  выведенную  нами  фор¬ 
мулу  шароваго  отрѣзка. 

§  248.  Задача.  Оком 
круга  О  (чер.  334),  раді¬ 
усъ  которою  г,  описан:, 
квад^шт*  І)ЕГО  и  равно¬ 
сторонній  треугольникъ 
АВС.  основаніе.  АС  кото- 
раю  совпадаетъ  съ  сторо¬ 
ною  (!Г  квадрата.  Опре¬ 
дѣлишь  отношеніе,  поверх¬ 
ностей  м  объемовъ  шара,  цилиндра  и  конуса,  происшед¬ 
шихъ  отъ  обращенія  круга ,  квадрата  и  треугольника  около 
высоты  ВК  треугольника,  причемъ  за  основаніе  треуголь¬ 
ника  принята  сторона  АС,  совпадающая  съ  стороною  С  К 
квадрата. 

Рі„т.  Означимъ  черезъ  8  мѣру  поверхности  шара,  чрезъ 
.4'  и  к" — мѣры  полныхъ  поверхностей,  описанныхъ  около 
итого  шара  цилиндра  и  конуса,  и  будемъ  имѣть 
8=4иЯ*  236), 


4*1.1.  331. 


и 
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8'=  2к(й*.  (КР+«Ж)=2^Лі(211+К)=вяП*  (§_  209), 

Й"=5„А».  (  АВ+АХ- )=!«/ »  ..вЬа^=»гД* 

(§219),  потому  что  АВ=211Ѵ'3  (§  116,  теор.  1,  слѣд.  2). 
Взявъ  отяоіпеяіе  8  къ  8'  к  отношеніе  В'  къ  8" ,  получим» 

8  2  8'  2 

^,  =  -  н  ^7=3  •  ,т:У*а 

8  _  8^ 

Й7  —  8"  ’ 

т.  о.  полная  поверхность  цилиндра  есть  вреднее  проно]щіо- 
нилънос  между  поверхностью  шара  и  полною  поверхностью 
конуса. 

Означимъ  чрезъ  V— мѣру  объема  шара,  чрезъ  ѵ  н  >  — 
мѣры  объемов»  цилиндра  н  конуса,  и  будет»  имѣть 

Ѵ=|гД13  (§243), 

V  =  «ей».  К1*’  =  -И*  .  2В=2гІІ*  (§  212). 

ВМ 

Ѵ"=гАК*.-д-  (§  222),  «о 

\М  —  —  ШИ.  =  КѴ'З  и  НМ  =  {/АП1- АМ*  =гг 

2  2 


=/ 


/АВѴ* 

АН1— 

Ы: 

4Ѵз=^Ѵ=зи, 


иозгому  Ѵ"=ЗяЦп. 

Взявъ  отношеніе  о  къ  о'  и  отношеніе  о 

V  2  V _ 2_ 

V'  “  3  м  V' —  3  ’ 


къ  у",  получимъ 
откуда 


V  V' 
Ѵ'=Ѵ"  ’ 


т.  е.  объемъ  цилиндра  есть  среднее  пропорціональное  меж- 
■7 у  объемомъ  тара  и  объемомъ  конуса. 


